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Tato u ebnice slouží jako cvi ební skripta k p edm tu Cvi ení z popula ní ekologie živo ich
p ednášené na P írodov decké fakult  Masarykovy univerzity. V praxi se s popula ní ekologií 
setkáváme v r zných odv tvích, jako je ochrana druh , biologický boj proti šk dc m, 
epidemiologie nebo lov hospodá sky významných druh . Je založena na aplikaci 
matematických postup  p i ešení praktických problém . Proto je dobré si tyto postupy 
procvi it na konkrétních datech. A to je cílem této u ebnice. Cvi ební text obsahuje 24 p íklad ,
které jsou podrobn  probírány v pr b hu cvi ení.  

Úvod1

ešení všech p íklad  je založeno na použití softwaru. N které jednodušší p íklady lze vy ešit jen 
s papírem a tužkou. V tšina p íklad  je však složit jších a k ešení je t eba využít software. Zvolili 
jsme program s názvem R (R Development Core Team 2011), protože v n m lze vy ešit všechny 
p íklady z této u ebnice (alternativou m že být MS Excel, ale ne pro všechny p íklady). 
R je voln  dostupné prost edí pro matematické modelování a statistické výpo ty. Obsahuje 
nep eberné množství metod a funkcí, a proto je to nejkomplexn jší voln  dostupný software 
tohoto typu. Pro seznámení se s prost edím R, tj. instalací a jeho základním ovládáním, 
doporu ujeme nastudovat si kapitolu 2 z knihy Pekár & Brabec (2009). Pro osv žení práce 
s maticemi odkazujeme na kapitolu 4 z knihy Pekár & Brabec (2012). Dále doporu ujeme 
zopakovat si základy integrálního a diferenciálního po tu v rozsahu u iva pro st ední školy (nap .
Hrubý & Kubát 2010). K ešení p íklad  v této u ebnici budete pot ebovat t i extra balí ky
p íkaz , které je nutné doinstalovat. Jmenovit  jsou to deSolve, rootSolve a Rramas.

První kapitola, která následuje po úvodu, je teoretická a je v nována p ehledu základních 
matematických funkcí a jejich vlastností. N které z t chto funkcí jsou pak použity 
v p íkladech. D ležité je pochopit chování funkcí a význam parametr , abyste je dokázali 
používat správn . Pak následují p íklady. Vybrali jsme takové, na n ž m žete narazit ve 
vašem výzkumu nebo pozd ji v praxi. U každého p íkladu je nejprve stru n  popsána situace, 
poté jsou uvedena data a dále je p ipojen seznam otázek. V ásti ešení je popsán postup 
a poskytnut prostor pro samostatné nalezení odpov di na položené otázky. Tato ást obsahuje 
výpis p íkaz  v syntaxi prost edí R, prázdné tabulky pro vepsání odhadnutých koeficient
a také prázdné grafy pro p ekreslení výsledk  do u ebnice. Ke konci v tšiny p íklad  je 
Poznámka, která podává dopl kové informace k dané problematice. Syntaxe p íkaz  obsahuje 
zpravidla minimální množství argument , aby nebyly p íliš dlouhé. 

V n kolika kapitolách je použitý regresní (lineární, nebo nelineární) model. Chybí však 
posouzení významnosti odhad  parametr  a diagnostika výsledného odhadu. To proto, že 
cílem úloh není nalézt nejlepší model/odhad parametr , ale pouze ukázat, jak na daná data 
vybraný model aplikovat. P i skute né analýze je diagnostika nedílnou sou ástí nalezení 
správného výsledku. O tom, jak se diagnostika d lá, se lze do íst v publikacích Pekára & 
Brabce (2009, 2012). 

Na konci u ebnice jsou za azeny návrhy deseti krátkých experimentálních projekt , které jsou 
sou ástí cvi ení. Projekty mají ukázat, jak p ekonat praktické problémy se studiem populací. 
Je v nich popsán doporu ený postup, který je nutné doladit dle okamžitých podmínek. 
Projekty jsou vypracovávány ve skupinách, protože jsou asov  náro né.
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1. ÚVOD 

V záv ru publikace naleznete seznam literatury, který zahrnuje jednak u ebnice popula ní
ekologie a jednak doporu ené publikace, v nichž lze nalézt podrobn jší popis té i oné 
metody. 

V textu je použito n kolik typ  font . Courier New pro p íkazy v prost edí R a Times New 
Roman pro ostatní text. Courier New tu ný ozna uje uživatelem zadávané p íkazy a jejich 
argumenty, Courier New oby ejný pak názvy objekt  nebo odpov  programu. Jména 
packages (balí k ) jsou podtržena. Názvy v tšiny objekt  jsou v drtivé v tšin  p ípad
zám rn  v angli tin , abychom se vyhnuli diakritice. Jako odd lova  desetinných míst je 
použita te ka, nikoliv árka. P i zna ení parametr  budeme odhady parametr  zna it st íškou.
K výpo t m byla v tomto dílu použita verze R 2.13.0. 

Na záv r bychom rádi pod kovali student m a prof. MVDr. Emilu Tkadlecovi, CSc., za 
podn tné p ipomínky k textu, Ing. Radku Aulickému za ochotné poskytnutí organism  pro 
projekty a Mgr. Ev  Líznarové za pomoc p i sestavování projekt .

Prosinec 2012 
Stano Pekár 

Kate ina Kintrová
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2P ehled základních funkcí

V této kapitole si p edstavíme n kolik základních matematických funkcí, jejich grafickou 
podobu a parametrický zápis. Soust edíme se hlavn  na popis jejich chování vzhledem 
k hodnotám parametr . Funkce mají v ekologii nezastupitelné místo, jak uvidíte v ešených 
p íkladech. Uv domte si, že existuje nekone n  mnoho funkcí. Ale ne všechny jsou užite né.
Podle pravidla parsimonie jsou nejužite n jší takové, které mají málo parametr . Navíc je 
d ležité, aby parametry m ly biologickou interpretaci. 

Odhady hodnot parametr  pro daná data závisí na metod , kterou model fitujeme. P i použití 
modelu s lineární kombinací parametr  (tj. kde se parametry s ítají nebo od ítají) je situace 
snazší, protože jejich hodnoty p íkaz lineární regrese (lm) automaticky dopo ítá. P i použití 
metody nelineární regrese (nls) je nutné navrhnout p ibližnou hodnotu každého parametru 
(startovací hodnotu), od které procedura hledá nejlepší odhad. ím bližší startovací hodnoty 
parametr  navrhneme, tím rychleji je algoritmus odhadne. To také znamená, že pokud bude 
startovací hodnota p íliš vzdálená, procedura m že najít odhady pro lokální extrém, který 
ovšem neodpovídá hledanému ešení, nebo odhady nepo ídí v bec a ohlásí chybu. Proto je 
nutné pochopit, co který parametr v dané funkci kontroluje. Startovací hodnoty lze v tšinou
vy íst z grafu pomyslné k ivky procházející nam enými hodnotami. Hodnoty parametr ,
které nelze z grafu p ímo ode íst, je nutné dopo ítat nebo odhadnout iterativn .

Pro vykreslení funkcí všelijakých tvar  zde použijeme univerzální p íkaz curve
s argumentem xlim (p ípadn ylim) pro nastavení grafických mezí na osách x a y. Tyto 
argumenty jsme však z ady p íkaz  vynechali. Funkce vykreslíme pouze pro n kolik málo 
hodnot parametr . tená  si pak m že vykreslit další pro jiné hodnoty parametr . Na záv r
kapitoly si ukážeme nástroje k vyšet ování pr b hu funkcí.

By  je kreslení funkcí v prost edí R snadné a rychlé, pro zvídavé tená e doporu ujeme 
internetovou stránku s interaktivními grafy, kde m žete parametry funkcí m nit pr b žn .
Naleznete ji na adrese http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/jaroslav_richter/ 
(je t eba mít nainstalován p eklada  jazyka JAVA). 

Lineární funkce
Suverénn  nejpoužívan jším modelem je lineární závislost daná vztahem . Zde 
parametr a udává pr se ík (Intercept), tedy bod, ve kterém p ímka protíná osu y, když x = 0. 
Parametr b ur uje sklon p ímky, p esn ji tangentu úhlu, který svírá p ímka s osou x. Je-li b
kladné, p ímka roste, je-li b záporné, p ímka klesá. Speciálním p ípadem lineárního modelu je 
p ímka procházející nulou (a = 0):

bxay

bxy .

> curve(10+2*x)
> curve(2*x)
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2. P EHLED ZÁKLADNÍCH FUNKCÍ 
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Polynomická funkce
Tato funkce je rozší ením lineárního modelu o polynomické leny (další mocniny x). Jejím 
výsledkem je plastická k ivka s mnoha p itažlivými vlastnostmi, a proto je hojn  užívána 
v mnoha situacích. Kvadratická funkce má tvar , ve kterém parametry a a b
mají stejné vlastnosti jako v lineární funkci. Parametr c udává sílu zak ivení a jeho znaménko 
sm r zak ivení. Pokud je c > 0, bude se k ivka zak ivovat nahoru, pokud je c < 0, bude se 
zak ivovat dol .

2cxbxay

> curve(1+2*x+3*x^2, xlim=c(0,10)))
> curve(1+2*x-3*x^2)
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Kubický model zahrnuje i t etí mocninu: . Parametr d udává sílu 
zak ivení a jeho znaménko sm r zak ivení. St ídání znamének p ed parametry produkuje 
zvln ný tvar funkce. 

32 dxcxbxay

> curve(1+2*x-3*x^2+2*x^3)
> curve(1-2*x+5*x^2-0.6*x^3)

4



2. P EHLED ZÁKLADNÍCH FUNKCÍ 
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3
Mocninná funkce

Mocninná funkce s parametrem v exponentu  se používá pro jednoduchou aproximaci 
geometrického r stu nap . po etnosti populace, kde b ur uje rychlost r stu a je typicky > 1. 
Zápis funkce m žeme rozvinout o další parametry: . Parametr c posunuje 
k ivkou podél osy x, parametr a násobí výslednou hodnotu (tím zrychluje nebo zpomaluje r st 
funkce) a parametr d posunuje celou k ivkou podél osy y. Parametr b m že nabývat také 
hodnot mezi 0 a 1 – pak mluvíme o odmocninné funkci, která má jiný tvar.  

bxy

dcxay b)(

> curve(x^4)
> curve(x^0.5)
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Je-li exponent záporný, jedná se o funkci lineární lomenou. Funkce 
cx

bay  popisuje 

asymtotický r st nebo pokles k n jaké hodnot . Grafem této funkce je hyperbola se st edem 
v bod . Parametr c posunuje k ivkou podél osy x a definuje tak svislou asymptotu, 
parametr a posunuje k ivku podél osy y a definuje tak vodorovnou asymptotu. Parametr b

ac,
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2. P EHLED ZÁKLADNÍCH FUNKCÍ 

ur uje rychlost zak ivení funkce a jeho znaménko klesání nebo r st funkce na intervalu 
. Použijeme-li vyšší mocniny x, mluvíme o funkci lomené. ,c

> curve(1/x, xlim=c(-6,6))
> curve(-3/(x-2)+10)
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Goniometrické funkce
Pokud se m ené hodnoty opakují v pravidelných cyklech, jako nap . teplota, lze je modelovat 
trigonometrickými funkcemi. Obecná sinová funkce dcxbay ))(sin(  má ty i
parametry: a ur uje výšku amplitudy, b definuje délku periody ( 1b  periodu zkracuje, 

1b  prodlužuje), c posouvá k ivku podél osy x, zatímco d podél osy y.

> curve(2*sin(x)+5)
> curve(sin(2*x-4))
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2. P EHLED ZÁKLADNÍCH FUNKCÍ 

Exponenciální funkce
Na první pohled jde o obdobu funkce mocninné, ovšem rychlost r stu i poklesu k ivky je 
mnohem vyšší. Exponenciální funkce má x v exponentu: , p i emž základ a je reálné 
kladné íslo r zné od jedni ky. Používá se pro popis jev , které se s rostoucím x velmi rychle 
zv tšují nebo zmenšují. P irozená exponenciální funkce v obecném tvaru má 
4 parametry ovliv ující pr b h k ivky: parametr c posunuje k ivkou podél osy x, b definuje 
rychlost zak ivení funkce a jeho znaménko jako rostoucí nebo klesající tendenci, parametr a
dále násobí výslednou hodnotu a parametr d posunuje celou k ivkou podél osy y.

xay

daey cxb )(

> curve(exp(x))
> curve(exp(0.5*(x-2))+5)
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Snad nejznám jší aplikací exponenciální funkce v biologii je Gaussova funkce. V základním 
tvaru vypadá takto: . Pomocí obvyklé tve ice parametr  získáme flexibilní formu: 

2xey

daey b
cx 2)(

, kde a udává výšku vrcholu, b souvisí se ší kou kopce, c definuje pozici 
vrcholu na ose x a d posunuje celou k ivkou podél osy y.

> curve(exp(-x^2))
> curve(0.5*exp(-(x+2)^2/10))
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2. P EHLED ZÁKLADNÍCH FUNKCÍ 

Další formy exponenciálních funkcí si p edstavíme v n kolika p íkladech, kde si podrobn ji 
popíšeme jejich vlastnosti. 

Logaritmická funkce
Tuto funkci používáme nej ast ji v základním tvaru )(log xy a , kde x > 0, a ozna uje základ 
logaritmu. Je to reálné íslo v tší než nula a r zné od jedni ky. Logaritmická funkce je 
inverzní k funkci exponenciální, proto ji asto používáme v p ípadech, kdy studované 
hodnoty nar stají exponenciáln  a my je chceme vyrovnat, tedy zlinearizovat. B žné zna ení
ln(x) pro p irozený logaritmus a log(x) pro desítkový logaritmus není v prost edí R zavedené. 
Tam se p irozený logaritmus zapíše jako log(x) a desítkový logaritmus jako log10(x).
Obecný logaritmus o základu a se zapíše jako log(x,a).

P edvedeme si linearizaci na jednoduchém p íkladu:

xy 2 xxy x 69.0)2ln()2ln()ln(

> x <- 1:20
> y <- 2^x
> plot(y~x,type="l")
> plot(log(y)~x, type="l")
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Vyšet ování pr b hu funkce
P esný popis tvaru funkce je d ležitý pro r zné aplikace, jak pozd ji uvidíte. Zejména nás 
budou zajímat tyto dv  vlastnosti: pr se íky se sou adnými osami a lokální extrémy. Pr se ík 
s osou y získáme dosazením hodnoty x = 0. Pr se ík s osou x získáme ešením rovnice 
f(x) = 0, tedy pro jaké x je výsledek roven nule? 
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2. P EHLED ZÁKLADNÍCH FUNKCÍ 

Lokální maximum nebo minimum funkce zjistíme tak, že spo ítáme nulové body (ko eny) 
první derivace funkce, tedy 0)(xf . Nalezení první derivace funkce není pro 
nematematicky vzd laného lov ka snadné. Našt stí to lze v programu R hrav  zvládnout. 
Nejprve definujeme tvar funkce pomocí p íkazu expression, pak jej p íkazem D
zderivujeme podle x, což uvedeme do uvozovek, a užitím p íkazu uniroot.all z balí ku
rootSolve nalezneme ko eny první derivace. Postup si ukážeme na Gaussov  funkci 
s vrcholem x = 5. 

> y <- expression(2*exp(-(x-5)^2/3)+8)
> D(y,"x")
-(2 * (exp(-(x - 5)^2/3) * (2 * (x - 5)/3))) 
> library(rootSolve)
> uniroot.all(function(x) -(2*(exp(-(x-5)^2/3)*(2*(x-5)/3))),lower=0, 
+ upper=10)
[1] 5
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3Odhad velikosti populace

Popis
V n kolika místnostech jedné budovy byla sledována po etnost šváb  v pr b hu 4 dn
pomocí metody zp tného odchytu ozna ených jedinc . Švábi byli odchyceni do pastí 
s návnadou. Každý den byli švábi v pastech se teni a ozna eni barvou (každý den jinou). 
Všichni živí jedinci byli následn  vypušt ni.

Data
Zjišt né hodnoty jsou uspo ádány v následující tabulce: 

Den
odchytu

Po et
odchycených

Po et
vypušt ných

Po et znovu odchycených (rij)
v den i a ozna ených v den j

i ni ai ri1 ri2 ri3
1 60 58
2 125 124 15
3 154 150 5 38
4 189 187 9 20 45

Úkoly

1/ Odhadn te velikost populace a její sm rodatnou odchylku pro každý den za 
p edpokladu, že populace je uzav ená, tj. nem že migrovat mezi budovami. 

2/ Odhadn te velikost populace pro každý den za p edpokladu, že populace je otev ená, tj. 
jedinci mohou migrovat mezi budovami. 

3/ Pro oba p edpoklady spo t te pr m rnou popula ní po etnost šváb .

ešení

1/  Pro odhad velikosti uzav ené populace použijte upravený Petersen-Lincoln v odhad 
(Chapman 1951): 
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3. ODHAD VELIKOSTI POPULACE 

1
1

)1)(1(ˆ
)1(

1

ii

ii
i r

na
N  pro i-tý den 

M žete spo ítat odhady pro všechny 4 dny? Zd vodn te, pro  nem žete:

…………………………………………………………………………………………...………

Spo t te odhady: 

> N2 <- (58+1)*(125+1)/(15+1)-1; N2 
> N3 <- (124+1)*(154+1)/(38+1)-1; N3 
> N4 <- (150+1)*(189+1)/(45+1)-1; N4 

Do tabulky zapište výsledky odhad :

den N SD
2

3

4

pr m r

Nyní spo t te odhady sm rodatných odchylek, SD, pro odhady velikosti populace podle 
vzorce:

2
)1()1(

)1()1(11

)1)(2(
))()(1)(1(

iiii

iiiiiiii

rr
rnrana

SD

> sqrt(((58+1)*(125+1)*(58-15)*(125-15))/((15+2)*(15+1)^2))
> sqrt(((124+1)*(154+1)*(124-38)*(154-38))/((38+2)*(38+1)^2))
> sqrt(((150+1)*(189+1)*(150-45)*(189-45))/((45+2)*(45+1)^2))

Výsledky zapište do tabulky výše. 

2/ Pro odhad velikosti otev ené populace použijte Jolly-Seber v model (Jolly 1965): 

i

ii
i r

nMN̂  pro i-tý den, 

kde ,
1

1

i

j
iji rr i

i

ii
i r

R
ZaM , ,   

n

ik

i

j
kji rZ

1

1

1

n

ik
kii rR

1

a n je po et všech odchytových dn .

Spo t te hodnoty , Rir i a Zi pro každý den a zapište do následující tabulky: 
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3. ODHAD VELIKOSTI POPULACE 

i \ j ni ai 1 2 3 ir

1  60  58 

2 125 124 15

3 154 150   5 38

4 189 187   9 20 45

Ri

Zi

Nyní spo t te odhady pro dny 2 a 3 podle vzorc  uvedených výše: 

> M2 <- 124*14/58+15; M2 
> M3 <- 150*29/45+43; M3 
> No2 <- M2*125/15; No2 
> No3 <- M3*154/43; No3 

Do tabulky zapište výsledky odhad  a :iM̂ iN̂

den M N
2

3

pr m r

3/  Pr m rnou velikost populace pro oba odhady spo t te jako aritmetický pr m r
z jednotlivých dn  p íkazem mean:

> mean(c(N2,N3,N4))
> mean(c(No2,No3))

Výsledky zapište do tabulek výše. 

Poznámka
V prost edí R je dostupných hned n kolik balí k  (BTSPAS, capwire, CARE1, Distance,
mra, mrds, PL.popN, Rcapture, secr, SPACECAP), s jejichž pomocí lze sofistikovan
odhadnout velikost populace a další jejich statistiky (demografické parametry, hustotu apod.). 
P íkazy pro výpo et odhad  v t chto balí cích však vyžadují jedine né (nezam nitelné)
ozna ení jedinc .
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4
Diskrétní r st populace 
nezávislý na hustot

Popis
Populace ploštic byla monitorována jednou ro n  na ja e po dobu deseti let. Na vybrané 
lokalit  byla vymezena plocha 100 m2, která byla prosmýkána. Byl zjišt n po et všech 
odchycených ploštic, juvenilních i adultních. Ploštice pak byly navráceny zpátky. Stejný 
postup se opakoval každý rok. 

Data
V pr b hu 10 let byly zaznamenány tyto po etnosti (N) ploštic:   

Rok N
  1 160
  2 154
  3 168
  4 172
  5 170
  6 169
  7 176
  8 188
  9 185
10 194

Úkoly

1/ Vytvo te graf po etnosti populace ploštic v ase. Spo t te míru popula ního r stu pro 
každý rok a pr m rnou míru r stu.

2/ Zjist te, jak se bude m nit po etnost populace ploštic v pr b hu dalších 10 let, pokud 
bychom uvažovali o konstantní pr m rné mí e popula ního r stu a po áte ní po etnosti 
90 jedinc .

3/ Zjist te, jak by se m nila po etnost populace v pr b hu 20 let, kdyby míra popula ního 
r stu byla prom nlivá a po áte ní po etnost populace by m la 100 jedinc .

15



4. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE NEZÁVISLÝ NA HUSTOT

ešení

1/ Zaznamenané po etnosti populace uložte do vektoru bug. Do spojnicového grafu 
vyneste závislost po etnosti na ase pomocí p íkazu plot:

> bug <- c(160,172,188,154,176,185,168,194,170,169) 
> plot(bug,type="b",xlab="year")

P ekreslete graf do sešitu. 

2 4 6 8 10

16
0

17
0

18
0

19
0

Zaznamenané po etnosti v pr b hu 10 let

year

bu
g

M ní se velikost populace v pr b hu 10 let? Roste, nebo klesá? 

……………………………………………………………………………………...……………

Ploštice se rozmnožují pouze jednou za sezónu, proto se pro popis jejich popula ního r stu 
hodí diskrétní model: 

ttt NN 1

Odhad meziro ní míry popula ního r stu, t, zjistíte úpravou tohoto vzorce: 

1t

t
t N

N

Odhady vložte do vektoru lambda.

> lambda <- bug[-1]/bug[-10]; lambda 
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4. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE NEZÁVISLÝ NA HUSTOT

Kolik z odhadnutých hodnot t je v tších a kolik menších než 1? 

v tších menších 

Pr m rnou hodnotu míry popula ního r stu, , spo t te podle vzorce pro geometrický 
pr m r a vložte do objektu L:

T
T

TT

t
t

1

21

1

1

)...(

> L <- prod(lambda)^(1/9); L 

Pr m rná hodnota  je  ……………  

2/ K simulaci zm ny velikosti populace s konstantní mírou popula ního r stu v pr b hu
dalších 10 let použijte diskrétní model pro exponenciální r st populace: 

t
t NN 0

Vytvo te vektor time s hodnotami 1 až 10 a nastavte po áte ní po et jedinc  90. Výsledky 
simulace vložte do vektoru Nt.

> time <- 1:10 
> Nt <- 90*L^time 
> plot(time,Nt,type="b")

P ekreslete graf do sešitu. 

2 4 6 8 10

91
92

93
94

95

Simulovaná po etnost v pr b hu 10 generací

time

N
t
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4. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE NEZÁVISLÝ NA HUSTOT

ekali jste, že populace bude r st? Od vodn te pro :

…………………………………………………………………………………...………………

3/ Nyní budete simulovat popula ní dynamiku jinak. Míra popula ního r stu  se bude 
náhodn  m nit. Z prvního grafu jste vid li, že náhodná zm na míry popula ního r stu je 
p irozená. K simulaci použijte p edchozí model diskrétního r stu, ve kterém  nebude 
konstantní, ale bude náhodn  vybírána z t (lambda) p íkazem sample. Po áte ní po etnost
vložte do vektoru N a simulaci prove te p íkazem for.

> sim <- sample(lambda,20,replace=T) 
> N <- numeric(21) 
> N[1] <- 100 
> for(t in 1:20) N[t+1] <- N[t]*sim[t] 
> plot(1:21,N,type="b",xlab="year")

P ekreslete graf do sešitu. 

5 10 15 20

Simulovaná po etnost v pr b hu 20 generací

year

N

Je výsledkem simulace monotónní r st, nebo pokles velikosti populace? Od vodn te, pro  to 
tak je? 

……………………………………………………………………………………...……………

……………………………………………………………………………………...……………

Jaká je velikost nasimulované populace po 20 letech? ……………
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5
Kontinuální r st populace 
nezávislý na hustot

Popis
Velikost populace rozto  byla zaznamenávána v t ídenním intervalu po dobu jednoho 
m síce. Na po átku byla skupina rozto  o neznámé po etnosti vložena do nádoby s moukou 
a umíst na do klimaboxu se stálou teplotou a vlhkostí. Každý t etí den byla mouka proseta 
a byl stanoven po et všech jedinc  bez ohledu na vývojové stadium. Poté byli všichni jedinci 
vráceni zp t do nádoby. 

Data
V pr b hu m síce byly zaznamenány tyto po etnosti (N): 

Den N
  3 165
  6 145
  9 139
12 125
15 105
18 101
21   88 
24   81 
27   73 
30   69 

Úkoly

1/ Vytvo te graf závislosti po etnosti rozto  na ase. Odhadn te hodnotu vnit ní míry 
r stu populace a po áte ní po etnost v ase 0. Zjist te, za jakou dobu (ve dnech) se 
populace zmenší na polovinu, za p edpokladu odhadnuté míry r stu.

2/ Simulujte r st populace po dobu 5 týdn  s po áte ní po etností 69 jedinc  a odhadem 
vnit ní míry r stu z p edchozí otázky. 

3/ Spo t te odhad vnit ní míry r stu populace, pokud znáte pouze po áte ní (165) a kone nou
velikost (69) populace. 
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5. KONTINUÁLNÍ R ST POPULACE NEZÁVISLÝ NA HUSTOT

ešení

1/  Po etnosti vložte do vektoru s názvem mite a as do vektoru time. Zaznamenané 
po etnosti populace vyneste do spojnicového grafu pomocí p íkazu plot. as po ítáme od 
t etího dne. 

> mite <- c(165,145,139,125,105,101,88,81,73,69) 
> time <- seq(from=3,to=30,by=3) 
> plot(time,mite,type="b")

P ekreslete graf do sešitu. 

5 10 15 20 25 30

80
10

0
12

0
14

0
16

0

Zm na po etnosti v pr b hu m síce

time

m
ite

Kontinuálnímu r stu populace rozto  dob e odpovídá kontinuální exponenciální model:

rt
t eNN 0

Hodnotu vnit ní míry r stu izolované populace zjistíte linearizací tohoto vztahu: 

rtNNt )ln()ln( 0 , kde ozna íte  a ˆ
0 eN ˆr

Závislost zlogaritmovaných hodnot Nt na ase t vyneste do grafu a hodnoty parametr
lineárního vztahu odhadn te pomocí lineární regrese, p íkaz lm. Odhady parametr  zjistíte 
p íkazem coef.

> lmi <- log(mite) 
> plot(time,lmi,ylab="ln(mite)")
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5. KONTINUÁLNÍ R ST POPULACE NEZÁVISLÝ NA HUSTOT

> m <- lm(lmi~time) 
> coef(m)

P ekreslete graf do sešitu v etn  regresní p ímky.  

5 10 15 20 25 30

4.
2

4.
4

4.
6

4.
8

5.
0

Logaritmus po etnosti v pr b hu m síce

time

ln
(m

ite
)

Zapište rovnici p ímky: ……………………………………………

Jaký je odhad hodnoty r? r̂  ……… 

Jaký je odhad po áte ní velikosti? To zjistíte p epo tem hodnoty pr se íku na p vodní škálu. 

> exp(5.1991688)

0N̂  ……… 

Pokud velikost populace klesla na polovinu, lze levou stranu rovnice exponenciálního r stu 

nahradit zlomkem: 
2

0NNt . Úpravou rovnice pak vyjád íte as t, kdy tento okamžik nastane: 

r
teeNN rtrt )5.0ln(

2
1

2 0
0

> log(0.5)/-0.0332169

Populace se zmenší na polovinu za …………… dn .
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5. KONTINUÁLNÍ R ST POPULACE NEZÁVISLÝ NA HUSTOT

2/  K simulaci použijte model exponenciálního r stu s po áte ní po etností 69 jedinc  a vnit ní
mírou r stu odhadnutou výše. Výsledky simulace uložte do vektoru Nt. Do vektoru s názvem 
weeks vložte 35 dn :

> weeks <- 0:35 
> Nt <- 69*exp(-0.033*weeks) 
> plot(weeks,Nt,type="b")

P ekreslete graf do sešitu. 

0 5 10 15 20 25 30 35

20
30

40
50

60
70

Simulovaná zm na po etnosti v pr b hu 5 týdn

weeks

N
t

3/  Odhad vnit ní míry r stu pouze ze dvou m ení, 3. a 30. den, spo tete úpravou vztahu 
pro logaritmovaný exponenciální r st, tj. vyjmutím r na levou stranu: 

t
NNr )ln()ln( 330

> (log(69)-log(165))/27

 Odhad vnit ní míry r stu, r, je …………… 

Poznámka
Odhad parametr  z asové ady je zpravidla zatížen autokorelací, proto ke správnému odhadu 
parametr  by místo obecného lineárního modelu m l být aplikován model t ídy GLS nebo 
GEE (viz Pekár & Brabec 2012).
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6Klí ové faktory

Popis
Ve vybraném biotopu byla po dobu n kolika generací sledována populace obale e. Pro 
každou generaci byla stanovena mortalita všech stadií a její p í iny. Ze zjišt ných dat byly 
následn  odhadnuty modely závislosti síly k-hodnot na po etnosti populace v daném roce.  

Data
V jednom roce byly zjišt ny následující po etnosti (N) stadií (x). V tabulce jsou uvedeny 
spolu s názvem faktoru zp sobujícího nejv tší mortalitu: 

Stadium (x) N Faktor
Vají ka 562 p ezimování 
Larvy 240 parazitoidi
Kukly 112 predáto i
Dosp lci   64 

Výsledkem n kolikaletého pozorování byly zjišt ny tyto odhady lineárních model kx na 
log10(Nx):

p ezimování: kV = 0.48 – 0.04 log(NV)
parazitoidi: kL = 0.55 – 0.09 log(NL)

predáto i: kK = 0.30 – 0.03 log(NK)

Úkoly

1/ Spo t te k-hodnoty pro všechny faktory. 

2/ Nasimulujte zm nu velikosti populace po dobu 10 let, když víte, že pom r pohlaví je 1 : 1, 
pr m rná plodnost samic je 17 vají ek a po et vají ek v daném roce je 562. 
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6. KLÍ OVÉ FAKTORY 

ešení

1/ Odhady k-hodnot spo t te podle vztahu: 

1
1 log)log()log(

x

x
xxx N

NNNk

> log10(562/240)
> log10(240/112)
> log10(112/64)

Odhadnuté hodnoty zaznamenejte do tabulky: 

kV

kL

kK

Který faktor zp sobil nejv tší mortalitu? ……………………… 

2/  Analyticky odvo te model pro po etnost dosp lc  (ND), který bude vycházet 
z po etnosti vají ek (NV) a ve kterém budou zakomponovány všechny t i lineární modely pro 
k-hodnoty. Výsledný model je ve tvaru: 

VNab
DVD NNabN log10loglog
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6. KLÍ OVÉ FAKTORY 

Zapište tvar výsledného modelu: 

…………………………………………………………

Nasimulujte popula ní dynamiku s použitím výše uvedeného modelu po dobu 10 let 
(generací). Tento model nezohled uje pom r pohlaví ani plodnost samic, proto je t eba tyto 
dva parametry do modelu zakomponovat. Vytvo te vektor N s délkou 11 element  a do jeho 
první pozice vložte 562 jakožto po áte ní po et vají ek. Pak p íkazem for prove te
simulaci. Výsledek simulace zobrazte graficky pomocí p íkazu plot.

> N <- numeric(11) 
> N[1] <- 562 
> for(t in 1:10) N[t+1] <- 10^(-1.405+1.168*log10(N[t]))/2*17 
> plot(1:11,N,type="b",xlab="years")

P ekreslete graf do sešitu. 

2 4 6 8 10

30
0

35
0

40
0

45
0

50
0

55
0

Simulovaná zm na po etnosti po dobu 10 let

years

N

Je nár st nebo pokles populace monotónní? Od vodn te, pro  je nebo není. 

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………
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7Model kladení

Popis
Mandelinky kladou vají ka v r zn  velikých sn škách. V laborato i bylo sledováno kladení 
jednoho druhu mandelinky. Deset samic bylo umíst no jednotliv  do nádob s dostate ným 
prostorem a množstvím potravy. Po dobu dvou týdn  byly následn  každý den 
zaznamenávány po ty nakladených vají ek u každé samice. 

Data
V pr b hu 15 dní byly zaznamenány tyto pr m rné po ty (N) nakladených vají ek:

Den N
  1 0.0
  2 0.0
  3 3.2
  4 3.3
  5 3.1
  6 2.1
  7 1.5
  8 1.0
  9 0.8
10 0.6
11 0.3
12 0.1
13 0.0
14 0.0
15 0.0

Úkoly

1/ Vytvo te graf kladení v ase. Proložte daty vhodný model (a odhadn te jeho parametry). 

2/ Zjist te, který den se objeví první sn ška a kdy podle modelu nastane maximální 
plodnost.
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7. MODEL KLADENÍ 

ešení

1/ Pr m rný po et vají ek na den umíst te do vektoru egg, dny do vektoru day. Do 
bodového grafu vyneste závislost egg na day.

> day <- 1:15 
> egg <- c(0,0,3.2,3.3,3.1,2.1,1.5,1,0.8,0.6,0.3,0.1,0,0,0) 
> plot(day,egg,xlim=c(0,15),ylim=c(0,4))

P ekreslete graf do sešitu. 

0 5 10 15

0
1

2
3

4

Zm na plodnosti v ase

day

eg
g

K vytvo ení modelu kladení se používá taková funkce z exponenciální t ídy, která nejd íve
prudce roste a pak pomalu klesá a tím popisuje p irozenou reproduk ní senescenci. V základním 
tvaru je to funkce: . Tato funkce je prosta parametr , a tudíž ji nelze p izp sobit 
dat m. Toho lze docílit použitím obecného tvaru  

xxey

decxay cxb )()( ,

se 4 neznámými parametry: a, b, c a d. Parametr a násobí celou funkci a ovliv uje tak výšku 
vrcholu. Parametr b ur uje rychlost klesání funkce, která se projeví jako „ší ka kopce“. 
Parametr d definuje pr se ík vodorovné asymptoty s osou y a parametr c odpovídá pr se íku 
vodorovné asymptoty a k ivky funkce. 

Siln  nelineární tvar vyžaduje použití nelineární regrese. Jaké ale budou startovací hodnoty 
všech parametr ? Navrhn te startovací hodnoty a volbu zd vodn te.
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7. MODEL KLADENÍ 

Startovací hodnoty budou: a = ………, b = ………, c = ………, d = ……… 

P ed samotným prokládáním k ivky je t eba zajistit, aby se parametr posunutí c vyskytoval 
s každým výskytem x. Zahrnete-li do modelu první den, posunete pr se ík funkce s osou x
k nule více, než odpovídá našim dat m. Proto je t eba data pro odhad modelu upravit: první 
záznam o sn škách i první den vypus te. Upravený vektor pro dny nazv te day2 a upravený 
vektor pro pr m rnou sn šku egg2. K proložení modelu použijte funkci pro nelineární 
regresní model, p íkaz nls, ve které startovací hodnoty definujete argumentem start.
Výsledky odhad  zjistíte p íkazem coef.

> day2 <- 2:15 
> egg2 <- egg[-1] 
> m <- nls(egg2~a*(day2-c)*exp(-b*(day2-c))+d,start=list(a=8,b=1,c=2,d=0)) 
> coef(m)

Model s odhadnutými parametry má tvar ……………………………………………………… 

K ivku odhadnutého modelu p idejte do grafu p íkazem curve a p ekreslete ji do grafu výše. 

> curve(5.49*(x-2)*exp(-0.57*(x-2))-0.03,xlim=c(1,15),add=T)

2/ Odhadovaný den po átku kladení zjistíte nalezením ko ene rovnice 

decxa cxb )()(0

Dopl te do rovnice odhadnuté hodnoty parametr . K nalezení ko ene použijte p íkaz 
uniroot z balí ku rootSolve.

> library(rootSolve)
> uniroot(function(x) 5.5*(x-2)*exp(-0.6*(x-2))-0.03, lower=0,upper=10) 

Který den za aly samice klást? ………………………………… 

Hodnota maximální plodnosti odpovídá lokálnímu maximu funkce. K tomu je pot eba
spo ítat nejprve první derivaci funkce (pomocí p íkazu D) podle prom nné day2 a potom její 
nulové body. P edtím je nutné rovnici zapsat p íkazem expression a uložit do objektu mo.

> mo <- expression(a*(day2-c)*exp(-b*(day2-c))+d) 
> D(mo,"day2")
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7. MODEL KLADENÍ 

Tvar derivované funkce je  ………………………………………………… 

Nyní odhadn te lokální maximum op t pomocí p íkazu uniroot:

> uniroot(function(x) 5.5*exp(-0.6*(x-2))-5.5*(x-2)*(exp(-0.6*(x-2))*0.6),
+ lower=0,upper=10)

Maximální plodnost nastala …… den. 

Poznámka
Použitý odhad modelu ignoruje pravd podobnou asovou závislost v datech (v d sledku 
m ení stejných samic). Pro p esn jší odhad je nutné použít metodu, jako je Generalised Non-
linear Least Squares (GNLS), která modeluje i autokorelaci, jež povede k p esn jšímu odhadu 
(Pinheiro & Bates 2000). Další typy exponenciálních funkcí používaných pro modelování 
kladení lze nalézt nap . v Bieri et al. (1983). Zajímavou triangulární funkci navrhl Kindlmann 
et al. (2001). Plodnost v ní je vztažena k n kolika fenotypovým charakteristikám, jmenovit
velikosti t la a velikosti gonád. 
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8
Demografie v kov
strukturované populace 

Popis
Na ja e byla na jedné lokalit  provedena demografická studie tcho e. U každého odchyceného 
jedince byl stanoven v k. U samic byl zaznamenán i po et nov  narozených mlá at
(postreproduk ní census). Tcho  se rozmnožuje v pulzech (jednou ro n ).

Data
Ze zjišt ných po t  jedinc  byly stanoveny hodnoty standardizovaného p ežívání (lx) a plodnosti 
(mx) jako pr m rný po et mlá at na jedince u každé v kové kategorie (x). Nejstarší v ková
kategorie (5), která má nulové p ežívání i plodnost, je vynechána: 

x lx mx

0 1.00 0
1 0.90 3
2 0.70 6
3 0.40 8
4 0.07 4

Úkoly

1/ Vykreslete do grafu standardizované p ežívání v závislosti na v ku.

2/ Odhadn te istou reproduk ní rychlost a genera ní dobu. 

3/ Sestrojte Leslieho p echodovou matici. 

ešení
1/ Do vektoru x umíst te v kové kategorie a do vektoru lx hodnoty standardizovaného 
p ežívání. Vytvo te graf závislosti lx na x s logaritmickou škálou na ose y.
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8. DEMOGRAFIE V KOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

> x <- c(0,1,2,3,4) 
> lx <- c(1,0.9,0.7,0.4,0.07) 
> plot(x,lx,log="y",type="b")

P ekreslete graf do sešitu. 

0 1 2 3 4

0.
1

0.
2

0.
5

1.
0

K ivka p ežívání

x

lx

Kterému typu k ivky p ežívání (I, II, III) zjišt ná data odpovídají? ………………………… 

2/ istou reproduk ní rychlost, R0, tj. kolikrát se populace za generaci namnoží, spo tete 
podle vztahu 

n

x
xxmlR

0
0

a genera ní dobu, T, podle vztahu 

0

0

R

mxl
T

n

x
xx

Do vektoru s názvem mx umíst te hodnoty plodnosti. Do objektu s názvem R0 umíst te
výpo et R0.

> mx <- c(0,3,6,8,4) 
> R0 <- sum(lx*mx); R0 
> sum(x*lx*mx)/R0

32



8. DEMOGRAFIE V KOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

R0 =  ……… a T =  ……… 

3/ K sestavení Leslieho matice spo t te míry p ežívání (px) a fertilitu (Fx) z hodnot lx a mx

podle vztah  pro postreproduk ní census: 

x

x
x l

lp 1  a 1xxx mpF

> lx[-1]/lx[-5]
> lx[-1]/lx[-5]*mx[-1]

Zakreslete odhady px a Fx do schématu životního cyklu. P ipome me si, že F4 = 0, protože   
m5 = 0. 

0 1 2 3 4

Sestavte z odhad px a Fx Leslieho p echodovou matici: 

...............

...............

...............

...............

...............

A

Poznámka
Demografické metody jsou podrobn  popsány v Caswell (2001). V prost edí R je pár balí k
pro detailní demografickou analýzu: BaSTA, demography a Rramas. Poslední z nich si 
p edstavíme v následující kapitole. Sofistikovan jší modelování p ežívání je dostupné v p íkazu 
survreg (balí ek survival), který však vyžaduje znalost individuální historie všech jedinc
v populaci (viz nap . Therneau & Grambsch 2000).  
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9
Analýza v kov
strukturované populace 

Popis
Populace myši vykazuje p emnožení. Víme, že myš se množí kontinuáln  a má n kolik
generací v roce. P i detailním studiu jejich životního cyklu byly zjišt ny hodnoty v kov
specifického p ežívání a plodnosti. V kové kategorie byly rozlišeny v 3m sí ním intervalu. 

Data
V tabulce jsou hodnoty standardizovaného p ežívání (lx) a plodnosti (mx) pro každou v kovou
kategorii (x).

x lx mx

0 1.0 0
1 0.8 4
2 0.5 6
3 0.3 9
4 0.0 0

Úkoly

1/ Porovnejte plodnost a reproduk ní hodnotu každé v kové kategorie. Nalezn te stabilní 
v kové rozd lení.

2/ Zjist te hodnotu vnit ní míry r stu populace. 

3/ Použitím simula ního modelu p edpov zte, jak se vyvine velikost populace v pr b hu
následujících 10 let, pokud nyní (v ase t = 0) je popula ní po etnost následující: 
N0 = (30, 20, 10, 5). Bude pot eba populaci zredukovat? 

ešení

1/ Do vektoru s názvem lx vložte hodnoty standardizovaného p ežívání a do vektoru 
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9. ANALÝZA V KOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

s názvem mx plodnosti. Z t chto hodnot nejprve spo ítejte px a Fx. Tyto se pro kontinuální 
rozmnožování po ítají podle vztah :

xx

xx
x ll

llp
1

1   a 
2

1
1

xxx
x

mpmlF   pro x > 0. 

K výpo tu reproduk ní hodnoty pot ebujete znát p echodovou matici A, kterou sestavte 
z hodnot px a Fx. Hodnoty p0 a F0 nejsou definovány. Jejich hodnoty jsou obsaženy v p1 a F1.
Dále víme, že p4 = 0 a F4 = 0. 

> lx <- c(1,0.8,0.5,0.3,0) 
> mx <- c(0,4,6,9,0) 
> px <- (lx[2:4]+lx[3:5])/(lx[1:3]+lx[2:4]); px 
> Fx <- sqrt(0.8)*(mx[2:4]+px*mx[3:5])/2; Fx 

Zakreslete odhady px a Fx do schématu životního cyklu: 

1 2 3 4

Sestavte z odhad px a Fx p echodovou matici A:

............

............

............

............

A

Reproduk ní hodnoty vx se po ítají z levého charakteristického vektoru (eigenvector) 
p echodové matice A, který p ísluší k dominantnímu charakteristickému íslu (eigenvalue).  

Na t te balí ek Rramas. Sestrojte matici A p íkazem rbind a p eve te ji na p echodovou
matici (trA) p íkazem as.tmatrix, aby byla p ipravena pro funkce z balí ku Rramas.

> library(Rramas)
> A <- rbind(c(Fx,0),diag(px,ncol=4)); A 
> trA <- as.tmatrix(A) 

Vytvo te graf závislosti mx a vx na x. Hodnoty vx vy tete z tabulkového výpisu p íkazu 
summary nebo grafického zobrazení použitím p íkazu plot. Reproduk ní hodnota vx
nejmladší v kové t ídy je rovna 1 a hodnoty ostatních t íd jsou vyjád eny v jednotkách 
reproduk ní hodnoty nejmladší v kové t ídy.

> summary(trA)
> plot(trA)
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9. ANALÝZA V KOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

P ekreslete hodnoty do grafu v sešitu.

0 1 2 3 4

0
2

4
6

8

Plodnosti a reproduk ní hodnoty

x

m
x,

 v
x

Shodují se trendy mx a vx? Pokud se neshodují, od vodn te pro .

………………………………………………………..…………………………………………

………………………………………………………………………..…………………………

Stabilní v kové rozd lení (SCD), tj. vektor pom ru relativní po etnosti jednotlivých stadií, se 
po ítá z pravého charakteristického vektoru p echodové matice p íslušející k dominantnímu 
charakteristickému íslu. Opište je ze sumariza ního výstupu matice trA.

Odhady SCD zapište do tabulky: 

x SCD
1
2
3
4

2/  Vnit ní míru popula ního r stu za p edpokladu stabilního v kového rozložení spo t te
jako logaritmus dominantního charakteristického ísla ( ) p echodové matice trA. Hodnotu 
vy tete také ze sumariza ního výstupu: 
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9. ANALÝZA V KOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

)ln(r

> log(4.61773)

Vnit ní míra popula ního r stu, r = …………… 

3/  K simulaci velikosti populace po dobu 10 let použijte maticový model pro 
exponenciální r st:

0k NAN k , 10. , 2, 1,k

Do vektoru N0 vložte po etnosti v roce nula, tj. N0 = (30, 20, 10, 5). K simulaci použijte 
p íkaz projectn, ve kterém nastavíte as 10 let argumentem time. Argumentem v0
nastavíte po áte ní po etnosti a argumentem mat odhadnutou p echodovou matici. Simulace 
vložte do objektu sim. P íkazem plot a legend vytvo te ze simulací graf. 

> N0 <- c(30,20,10,5) 
> sim <- projectn(v0=N0,mat=trA,time=10) 
> plot(sim,sum=F)
> legend("topleft",legend=c(1:4),lty=1:4,title="Age classes")

P ekreslete graf do sešitu.
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9. ANALÝZA V KOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

Poznámka
U organism  s reproduk ními pulzy, postreproduk ním s ítáním a s v kovou t ídou 0 se levý 
charakteristický vektor Leslieho matice nerovná vektoru reproduk ních hodnot (vx), ale 
reziduálním reproduk ním hodnotám. Reproduk ní hodnoty získáte až p i tením sou asné
reprodukce (mx).

Analýza strukturovaných populací je podrobn  popsána v Caswell (2001) a Morris & Doak 
(2002). Pro detailní analýzu p echodové matice populace v prost edí R doporu ujeme balí ek 
popbio, který obsahuje mnoho dalších užite ných p íkaz  k uvedeným publikacím.  
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10
Analýza stadiov
strukturované populace 

Popis
Populace vzácného druhu motýla vykazuje pokles. Na vybrané lokalit  byla provedena 
podrobná analýza životního cyklu tohoto druhu, aby se zjistilo, který faktor zp sobuje
nejvýrazn jší pokles po etnosti. Na základ  tohoto zjišt ní je pak t eba sestavit plán ochrany 
druhu.

Data
Pro každý instar (x) jsou v tabulce uvedeny hodnoty standardizovaného p ežívání (lx) a plodnosti 
(mx) a název faktoru, který zp sobil nejv tší mortalitu instaru. Odhad plodnosti byl proveden 
rozborem ovarií, jde tedy o p edreproduk ní census.

x lx mx Faktor
Vají ko 1.00   0 p ezimování 
Larva 1 0.70   0 parazitoidi
Larva 2 0.30   0 predace ptáky 
Kukla 0.25   0 redukce biotopu 
Dosp lec 0.02 70

Úkoly

1/ Vytvo te p echodovou matici a zjist te hodnotu kone né míry r stu populace. 

2/ Prove te analýzu senzitivity a elasticity a ur ete nejd ležit jší faktor(y) ovliv ující 
po etnost motýla. Navrhn te plán na jeho ochranu. 

ešení

1/ Do vektoru s názvem lx umíst te hodnoty standardizovaného p ežívání a do vektoru 
mx plodnosti. Spo t te px a Fx podle vzorc  pro p edreproduk ní census. íslujte od nuly: 
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10. ANALÝZA STADIOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE 

x

x
x l

lp 1   a  xx mpF 0

> lx <- c(1,0.7,0.3,0.25,0.02) 
> mx <- c(0,0,0,0,70) 
> px <- lx[2:5]/lx[1:4]; px 
> Fx <- px[1]*mx[2:5]; Fx 

Zakreslete odhady px a Fx do schématu životního cyklu. P i použití p edreproduk ního censu 
se první stadium vynechává. 

L1 L2 K D

Sestavte z odhad px a Fx p echodovou matici A:

............

............

............

............

A

Hodnota kone né míry r stu populace, , je dominantní charakteristické íslo p echodové 
matice ( ). Na t te balí ek Rramas. Sestrojte matici A (nap . p íkazem rbind) a p eve te ji 
na p echodovou matici (trA) p íkazem as.tmatrix. Hodnotu  vy tete z výstupu p íkazu 
summary.

> A <- rbind(c(Fx),diag(x=px[-1],ncol=4,nrow=3)) 
> library(Rramas)
> trA <- as.tmatrix(A) 
> summary(trA)

Kone ná míra r stu  = …………… 

2/ Senzitivita neboli míra zm ny v popula ním r stu  vzhledem ke zm n  v p echodové 
matici A se po ítá pro každý z element  této matice (aij) s využitím vektoru reproduk ních
hodnot (vx) a vektoru stabilního v kového rozd lení (SCD). Výsledkem je matice S se stejnou 
dimenzí jako p echodová matice A. Ze senzitivity se dále po ítá elasticita e, která m í
relativní p ísp vky k popula nímu r stu . Hodnoty senzitivit i elasticit vy tete ze 
sumariza ního výstupu matice trA.
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10. ANALÝZA STADIOV  STRUKTUROVANÉ POPULACE

P epište hodnoty elasticit pro jednotlivé parametry p ežívání a fekundity p echodové matice 
do tabulky: 

eij

p0

p1

p2

F4

Který parametr má nejv tší vliv na populaci?  …………………………… 

Který faktor ovliv uje r st populace nejvíce?  …………………………… 

Popište možný záchranný plán: 

……………………………………………………………………………………..……………

……………………………………………………………………………..……………………

…………………………………………………………………………………..………………
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L11 ineární teplotní model 

Popis
V laboratorních podmínkách byl sledován vývoj žlabatky v závislosti na teplot . Z rozmezí 
odpovídajícího teplotám v p irozeném prost edí bylo nastaveno 6 konstantních teplot ze škály 
5–30 °C. Pro každou teplotu byla zaznamenána délka celkového vývoje u n kolika jedinc .

Data
Pr m rná délka celkového vývoje (d) ve dnech, tj. od nakladení vají ek po imago, pro 6 teplot 
(t) je zaznamenaná v tabulce. P i teplot  5 °C se žlabatky nevyvíjely. 

t [°C] d
  5 
10 49
15 22
20 16
25 12
30   9 

Úkoly

1/ Vytvo te graf závislosti rychlosti vývoje na teplot . Proložte daty lineární model. Ur ete 
spodní práh vývoje a sumu efektivních teplot. 

2/ Zjist te, za kolik dn  se objeví imaga tohoto šk dce, pokud jste práv  zaznamenali 
kladení a znáte pr m rné denní teploty v následujících 15 dnech: 17, 18, 21, 23, 24, 25, 
23, 24, 21, 25, 22, 25, 26, 22 a 23 °C. 
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11. LINEÁRNÍ TEPLOTNÍ MODEL 

ešení

1/ Do vektoru s názvem t umíst te teploty a do vektoru s názvem d délku vývoje. Pro 
každou teplotu spo t te rychlost vývoje, v, podle vztahu: 

d
v 1

Rychlost vývoje vyneste do grafu v závislosti na teplot  p íkazem plot. Pro teplotu 5 °C 
bude rychlost vývoje 0, což je nutné doplnit ad hoc.

> t <- c(5,10,15,20,25,30) 
> d <- c(0,49,22,16,12,9) 
> v <- 1/d 
> v[1] <- 0 
> plot(t,v,xlab="temperature")

P ekreslete graf do sešitu. 
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Závislost vývoje na teplot

temperature

v

Lineární model proložte daty pomocí p íkazu lm a p ímku do grafu vložte pomocí p íkazu
abline.

> m <- lm(v~t) 
> abline(m)

P ekreslete výsledný model do grafu výše.  
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11. LINEÁRNÍ TEPLOTNÍ MODEL 

Z odhadnutého modelu spo ítejte spodní práh tmin a sumu efektivních teplot S podle vztah :

ˆ
ˆ

mint   a ˆ
1S  ,

kde ˆ  a  jsou odhady koeficient  proloženého modelu. Hodnoty parametr  zjistíte 
p íkazem coef.

ˆ

> coef(m)
> -(-0.022336/0.004351)
> 1/0.004351

Spodní práh, tmin =  ………… °C. 

Suma efektivních teplot, S = ……… denních stup .

2/   Spo t te hodnoty efektivních teplot pro každý den a do grafu je vyneste kumulativn
v závislosti na ase, tedy pro 15 sledovaných dn  podle vzorce:

n

i
ttS

1
min

Do vektoru s názvem temp vložte zaznamenané teploty. Pak spo t te efektivní teploty a zadejte 
je do vektoru ET. Odhadn te, za kolik dn  se objeví imaga, s použitím p íkazu cumsum.
P íkazem abline vyneste hodnotu S.

> temp <- c(17,18,21,23,24,25,23,24,21,25,22,25,26,22,23) 
> ET <- temp-5.13 
> plot(cumsum(ET),type="s",xlab="day",ylab="cumulative temperature") 
> abline(229,0,lty=2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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11. LINEÁRNÍ TEPLOTNÍ MODEL 
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12Nelineární teplotní model

Popis
V laborato i byl sledován vývoj klopušky za konstantních teplotních podmínek. Bylo
nastaveno 7 teplot v rozmezí 18 až 32 °C. Pro každou teplotu bylo uskute n no n kolik
opakování a ze zjišt ných hodnot byla spo tena délka larválního vývoje. 

Data
Pr m rná délka vývoje (d) ve dnech pro 7 teplot (t) je zaznamenaná v tabulce: 

t [°C] d
18 23.5
20 18.5
22 13.0
25   7.3 
28   5.5 
30   5.0 
32 10.9

Úkoly

1/ Vykreslete do grafu rychlost vývoje v závislosti na teplot  a proložte je Lactinovým 
modelem.  

2/ Odhadn te spodní a horní práh vývoje a optimální teplotu pro vývoj. 

ešení

1/ Do vektoru s názvem t vložte teploty a do vektoru d délku vývoje. Vykreslete rychlost 
vývoje (v) v závislosti na teplot , kterou z dat v tabulce spo tete podle vztahu: 

d
v 1
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12. NELINEÁRNÍ TEPLOTNÍ MODEL 

> t <- c(18,20,22,25,28,30,32) 
> d <- c(23.5,18.5,13,7.3,5.5,5,10.9) 
> v <- 1/d 
> plot(t,v, xlim=c(15,35),ylim=c(0,0.21),xlab="temperature")

P ekreslete graf do sešitu. 
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Rychlost vývoje modelujte jako funkci asu pomocí Lactinova modelu se ty mi parametry 
( , Tm, , ).

tTTt
m

meetv )(

Parametr  ovliv uje míru r stu k ivky a leží v intervalu (0,1), Tm je teplota blízká hornímu 
prahu vývoje,  ur uje tvar k ivky a definuje asymptotu k ivky v – , ímž posunuje k ivku
po ose y a tím umož uje odhadnout teplotu spodního prahu vývoje na prvním pr se íku 
modelové k ivky a osy x.

Z nam ených hodnot odhadn te startovací hodnoty parametr Tm  a .

Tm =………,    = ……… 

Startovací hodnoty parametr  a  odhadn te iteracemi použitím p íkazu curve pro 
hodnoty z intervalu [0.01, 0.9] a  = 1. 

> curve(exp(0.9*x)-exp(0.9*32-((32-x)/1))-1,xlim=c(0,40),ylim=c(0,1))
> curve(exp(0.1*x)-exp(0.1*32-((32-x)/1))-1,xlim=c(0,40),ylim=c(0,1))
> curve(exp(0.01*x)-exp(0.01*32-((32-x)/1))-1,xlim=c(0,40),ylim=c(0,1))
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12. NELINEÁRNÍ TEPLOTNÍ MODEL 

P ekreslete k ivky do grafu. 
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K proložení závislosti použijte nelineární regresi, p íkaz nls. Odhady parametr  zjistíte 
p íkazem coef. Odhadnutou k ivku vložíte do grafu p íkazem lines s argumentem 
predict. P íkazem abline vyneste nulovou áru.

> m <- nls(v~exp(rho*t)-exp(rho*Tm-(Tm-t)/delta)+phi, 
+ start=c(rho=0.01,Tm=32,delta=1,phi=-1))
> coef(m)
> x <- seq(15,40,0.1) 
> plot(t,v,xlim=c(15,35),ylim=c(0,0.22))
> lines(x,predict(m,list(t=x)))
> abline(h=0,lty=2)

Rovnice k ivky je: ………………………………………………… 

Modelovou k ivku p ekreslete do grafu výše.

2/ Spodní a horní práh vývoje vypo ítejte z odhadnutého modelu jako pr se íky s osou x,
tedy teploty, p i nichž je rychlost vývoje nulová, v(t) = 0:

tTTt
m

mee0
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12. NELINEÁRNÍ TEPLOTNÍ MODEL 

Využijte balí ek rootSolve a p íkaz uniroot.all:

> library(rootSolve)
> uniroot.all(function(x) exp(0.011*x)-exp(0.011*33.681-(33.681-x)/ 
+ 0.74)-1.195,lower=0,upper=40)

Spodní práh vývoje je ………°C. 

Horní práh vývoje je ………°C. 

Optimální teplotu vývoje odhadn te pomocí první derivace modelové funkce. K jejímu 
výpo tu pot ebujeme nejprve do objektu mo vložit obecnou formulaci modelu p íkazem
expression.

> mo <- expression(exp(rho*t)-exp(rho*Tm-(Tm-t)/delta)+phi) 
> D(mo,"t")

Zapište rovnici první derivace ……………………………………………………………… 

Extrém funkce najdete pomocí p íkazu uniroot:

> uniroot(function(x) 0.011*exp(0.011*x)-(1/0.74)* 
+ exp(0.011*33.681-(33.681-x)/0.74),lower=0,upper=40)

Optimální teplota je ………°C. 

Poznámka
Pro popis nelineární závislosti rychlosti vývoje na teplot  bylo navrženo mnoho model
s r znými po ty parametr . Jedním ze základních model  je , v obecném tvaru 

, kde c definuje pr se ík s vodorovnou asymptotou. Tato teplotní 
k ivka je vlastn  zrcadlov  oto ená k ivka kladení (kap. 7) – všimn te si opa ných znamének 
u parametr a a b. Další b žn  používané nelineární modely jsou Janisch v, Logan v-10,
Taylor v nebo Briere v (Kontodimas et al. 2004, Roy et al. 2002, Walgama & Zalucki 2006).  

xxey
decxay cxb )()(
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Diskrétní r st populace 
ávislý na hustotz13

Popis
V pr b hu 15 let byla na ja e na poli pšenice zaznamenávána velikost populace mšic. Na 
20 rostlinách byli vždy na za átku léta spo teni všichni jedinci. Stejný postup se opakoval 
každý rok. Zajímá nás, jaký typ dynamiky populace mšic vykazovala. 

Data
V jednotlivých letech byly zaznamenány následující celkové po etnosti mšic (N): 

Rok N
  1   95 
  2 134
  3 180
  4 531
  5 277
  6 296
  7 528
  8 329
  9 397
10 572
11 625
12 318
13 567
14 681
15 386

Úkoly

1/ Vytvo te graf popula ní dynamiky mšic a zjist te, je-li po etnost závislá na hustot .

2/ Odhadn te maximální kone nou míru r stu a nosnou kapacitu prost edí.

3/ Nasimulujte dynamiku populace mšic po dobu 20 generací. Použijte model pro diskrétní 
r st populace závislý na hustot  s odhadnutou nosnou kapacitou prost edí. Hodnotu 
kone né míry r stu simulujte náhodn  z intervalu (0.1, max). Jako po áte ní po etnost
mšic zadejte 10 jedinc .
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13. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE ZÁVISLÝ NA HUSTOT

ešení

1/ Do vektoru s názvem aphid vložte po etnosti mšic. Vykreslete po etnosti do 
spojnicového grafu. 

> aphid <- c(95,134,180,531,277,296,528,329,397,572,625,318,567,681,386) 
> plot(aphid,type="b",xlab="years")

P ekreslete graf do sešitu. 

2 4 6 8 10 12 14

10
0

20
0

30
0

40
0

50
0

60
0

70
0

Popula ní dynamika mšic

year

ap
hi

d

Ke zjišt ní závislosti po etnosti na hustot  je pot eba vynést logaritmy ro ní popula ní míry 
r stu t  proti po etnosti populace, Nt. Míry r stu spo t te podle vztahu: 

t

t
t N

N 1 , kde t = 1, …, 14, 

a vložte do vektoru s názvem lambda. Vyneste závislost ln( ) na Nt.

> lambda <- aphid[-1]/aphid[-15] 
> plot(aphid[-15],log(lambda))

P ekreslete graf do sešitu. 
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13. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE ZÁVISLÝ NA HUSTOT
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Zlogaritmovanými hodnotami  proložte lineární regresní model, pomocí p íkazu lm. Odhady 
parametr  zjistíte p íkazem coef. Odhadnutý model vyneste do grafu užitím p íkazu 
abline.

> m <- lm(log(lambda)~aphid[-15]) 
> coef(m)
> abline(m)

Zapište rovnici odhadnutého modelu  ………………………………………… 

Je v popula ní dynamice p ítomná závislost na hustot ? Pokud ano, vysv tlete pro .

………………………………………………………………………..…………………………

……………………………………………………………………..……………………………

2/ Maximální kone nou míru r stu max a nosnou kapacitu prost edí K lze odvodit 
z odhad  parametr  lineárního modelu podle vzorc :

ˆ
max e  a ˆ

ˆ
K ,

kde ˆ  a  jsou odhady parametr  lineárního modelu.  ˆ
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13. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE ZÁVISLÝ NA HUSTOT

> exp(0.903429139)
> -0.903429139/-0.002033643

max = ………   a  K = ………… 

3/ K simulaci popula ní dynamiky použijte model pro diskrétní logistický r st populace 
závislý na hustot :

K
N

NN
t

t
t 11

1

Vytvo te vektor N o délce 21. Na jeho první pozici umíst te 10 jedinc . P íkazem for
spustíte simulaci. Míra popula ního r stu  se bude v každém kroku generovat náhodn
z rovnom rného rozd lení na intervalu (0.1, max) pomocí p íkazu runif.

> N <- numeric(21) 
> N[1] <- 10
> for(t in 1:20) {
+ lmb <- runif(1,0.1,2.47);
+ N[t+1]<-N[t]*lmb/(1+N[t]*(lmb-1)/444)}
> plot(0:20,N,type="b",xlab="generation")

P ekreslete graf do sešitu. 
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N
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13. DISKRÉTNÍ R ST POPULACE ZÁVISLÝ NA HUSTOT

Jaký typ popula ní dynamiky simulace vykazuje? 

……………………………………………………………………..……………………………

Poznámka

K modelování r stu závislého na hustot  lze použít i r zné typy logistických funkcí, jako 

nap íklad d
e
ay cxb )(1

. Tato funkce docela dob e popisuje sigmoidní charakter 

po etností populace: v po áte ní fázi je r st p ibližn  exponenciální, pozd ji s rostoucím 
nasycením se zpomaluje a nakonec se asymptoticky zastaví. Parametr a definuje asymptotu, 
b udává rychlost r stu k ivky a jeho znaménko m ní r st funkce na klesání, parametry c a d
udávají posunutí.
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14 Trvale udržitelný lov

Popis
V jednom mysliveckém revíru jsou pravideln  loveni zajíci. Známe po ty hon  a po ty 
ulovených zajíc  za posledních 7 let. Nov  se za ala lovit i jelení zv . Chceme zjistit, jestli je 
lov zajíc  a jelení zv e trvale udržitelný.

Data
Pro lov zajíc  máme pro každý rok záznamy o po tu hon  a ulovených zajíc :

Rok Po et hon Po et ulovených 
zajíc

1 23 95
2 18 85
3 20 79
4 11 58
5 37 73
6 27 86
7   5 29

Jelikož lov jelení zv e zapo al p ed rokem, známe pouze po et ulovených jedinc  v lo ském 
roce. To bylo 72 jedinc . Poznáme však následující parametry: nosnou kapacitu prost edí,
K = 450, kone nou míru popula ního r stu,  = 1.63, a délku života jelen , L = 17 let.

Úkoly

1/ Zjist te hodnotu trvale udržitelného lovu pro zajíce p epo tenou na jeden hon. 

2/ Odhadn te hodnotu maximálního trvale udržitelného odlovu (MSY) pro jelení zv
a porovnejte s hodnotou skute ného lovu. Spo t te také hodnotu MSH.
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14. TRVALE UDRŽITELNÝ LOV 

ešení

1/ Do vektoru s názvem hunt vložte po et hon  a do vektoru s názvem hare po ty 
ulovených zajíc . Vykreslete závislost hare na hunt do bodového grafu. 

> hunt <- c(23,18,20,11,37,27,5) 
> hare <- c(95,85,79,58,73,86,29) 
> plot(hunt,hare)

P ekreslete graf do sešitu.
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Roste po et ulovených zajíc  lineárn  s po tem hon ? ………………………………… 

Daty proložte Schaefer v model (kvadratický model bez pr se íku) ve tvaru: 

2cxbxy ,

kde y je po et ulovených zajíc  a x je po et hon . Použijte p íkaz lm. Hodnoty parametr
zjist te p íkazem coef.

> m <- lm(hare~hunt+I(hunt^2)-1) 
> coef(m)

Výsledný model má tvar: ………………………………………… 
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14. TRVALE UDRŽITELNÝ LOV 

Odhadnutý model p ekreslete do grafu uvedeného výše s použitím kombinace p íkaz lines
a predict.

> x <- seq(0,40,1) 
> lines(x,predict(m,list(hunt=x)))

Hodnotu trvale udržitelného lovu z odhadnutého modelu zjistíte jako lokální maximum 
paraboly. První derivaci výsledného modelu prove te analyticky a vyjád ete x:

x = …………… 

> 6.8857977/(2*0.1327181)

Hodnota trvale udržitelného lovu p epo tena na jeden rok je ……………… 

Zjist te, kolik je maximální po et zajíc  pro trvale udržitelný lov. 

> 6.8857977*25.94144-0.1327181*25.94144^2

Je to ………………… zajíc .

2/ Hodnotu MSY pro jelení zv  spo t te podle vzorce Robinsona & Redforda (1991): 

2
KKaMSY ,

kde hodnota a je závislá na délce života organism  následovn : a = 0.6 pro L < 5, a = 0.4 pro 
L = (5,10), a = 0.2 pro L > 10. V našem p ípad  je a = 0.2. 

> 0.2*(1.63*450-450)/2

Odhad zaznamenejte do tabulky: 

MSY MSH

Hodnotu MSH spo teme podle vzorce  

4
rKMSH ,

kde r = ln( ).

> log(1.63)*450/4
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14. TRVALE UDRŽITELNÝ LOV 

Odhad zapište do tabulky výše. 

Je sou asný lov zajíc  a jelení zv e udržitelný? 

………………………………………………………………………...…………………………

……………………………………………………………………………...……………………

Poznámka
Krom  uvedeného modelu existují další praxí ov ené postupy pro výpo et trvale 
udržitelného lovu, jako je model Fox v, Gulland v nebo model Cadimy (Sparre & Venema 
1998).
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Prostorové rozmíst ní
opulacep15

Popis
V porostu mladé slune nice bylo sledováno rozmíst ní sí ových pavouk . Pavouci si staví 
sít  na spodní stran  list . Bylo vybráno 5 rostlin, každá m la 5 list . Po etnost pavouk  byla 
stanovena jako sou et jedinc  na jeden list. 

Data
Byly zjišt ny tyto po etnosti (N) na list, se azené od spodního listu k vrchnímu: 

Rostlina N
1 0, 0, 1, 5, 7 
2 0, 1, 1, 4, 1 
3 0, 7, 2, 3, 0 
4 0, 1, 6, 1, 1 
5 1, 2, 0, 3, 2 

Úkoly

1/ Pomocí 2-testu a koeficientu disperze zjist te, jestli je rozmíst ní pavouk  náhodné, 
pravidelné nebo agregované vzhledem k list m i k celým rostlinám. Pokud je rozmíst ní
agregované, odhadn te stupe  agregace. 

ešení

1/ Do vektoru s názvem spider vložte po etnost pavouk . Rozložení pavouk  na listech 
zobrazte histogramem, p íkaz hist s argumenty right a breaks, aby se všechny 
zaznamenané etnosti zobrazily zvláš  do sloupc  vpravo od íselného popisku. 

> spider <- c(0,0,1,5,7,0,1,1,4,1,0,7,2,3,0,0,1,6,1,1,1,2,0,3,2) 
> hist(spider, right=F, breaks=0:8) 
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15. PROSTOROVÉ ROZMÍST NÍ POPULACE 

P ekreslete histogram do sešitu. 
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Nyní otestujte hypotézu o pravidelném rozmíst ní pavouk  na listech použitím 2-testu 
homogenity: 

I

i

i

x
xx
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2
2 )( , kde I = 25 a x  je aritmetický pr m r.

Nulová hypotéza testu p edpokládá, že pravd podobnost nalezení pavouka na n jakém listu je 
stejná pro všechny listy v souboru. Tento test je dostupný v p íkazu chisq.test.

> chisq.test(spider)

Zapište výsledek testu: ……………………………………………… 

Je rozmíst ní pavouk  na listech náhodné? 

……………………………………………………………………...……………………………

Koeficient disperze (CD) a stupe  agregace (k) spo ítejte podle vzorc :

x
sCD

2

,

xs
xk 2

2

,
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15. PROSTOROVÉ ROZMÍST NÍ POPULACE 

kde s2 je výb rový rozptyl. Stupe  agregace, k, nabývá pouze pozitivních hodnot, p i emž 
hodnota nad 8 indikuje, že se rozmíst ní blíží náhodnému. Hodnoty menší než 1 indikují siln
agregované rozmíst ní.

> var(spider)/mean(spider)
> mean(spider)^2/(var(spider)-mean(spider))

Odhady koeficient  p epište do sešitu. 

CD = ……………,   k = …………… 

Jaké mají pavouci rozmíst ní na listech? ……………………………………………… 

Nyní otestujte rozložení pavouk  vzhledem k celým rostlinám. Do vektoru s názvem plant
vložte sumy jedinc  z jedné rostliny kombinací p íkaz c a sum. Sou ty jedinc  na 
slune nicích otestujte op t 2-testem homogenity a spo t te koeficient disperze (CD) na 
rostlinu:

> plant <- c(sum(spider[1:5]),sum(spider[6:10]),sum(spider[11:15]),
+ sum(spider[16:20]),sum(spider[21:25]))
> chisq.test(plant)

Zapište výsledek testu: ……………………………………………… 

Spo t te koeficient disperze (CD) na rostlinu: 

> var(plant)/mean(plant)

Jaká je hodnota CD vzhledem k rostlinám? ………………… 

Jak tedy klasifikujete rozmíst ní pavouk  na rostlinách?  

…………………………………………………………………….……..………………………

Poznámka
P íkaz pro výpo et koeficientu disperze je dostupný v balí ku lawstat. Krom  koeficientu 
disperze bylo navrženo n kolik dalších a p esn jších metod pro stanovení typu rozmíst ní
populace, jako je Lloyd mean crowding, Iwao patchiness regression nebo metody založené na 
m ení vzdálenosti a používané p edevším pro sedentérní organizmy (viz Southwood & Henderson 
2000).
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Š16 í ení populace v prostoru

Popis
Sn šky pavouka jednoho druhu byly zavle eny na nové území, kde se mladí jedinci za ali
ší it do okolí. Hned po zavle ení bylo sledováno jejich ší ení, a to v pr b hu 3 m síc  na 
podzim a 3 m síc  na ja e (v zim  jsou pavouci neaktivní, proto nebylo ší ení studováno), 
celkem tedy 6 m síc  p ed prvním rozmnožováním. 

Data
Zjišt ná data o ploše, na které byli pavouci nalezeni v pr b hu 6 m síc , jsou v tabulce: 

M síc Plocha
[km2]

0 0.00
1 0.02
2 0.05
3 0.11
4 0.17
5 0.26
6 0.30

Úkoly

1/ Odhadn te koeficient ší ení a míru expanze, pokud znáte kone nou míru popula ního 
r stu,  = 1.4. 

2/ Namodelujte ší ení pavouk  s použitím Skellamova modelu a odhadn te, do jaké 
vzdálenosti se rozší í za 5 let, pokud na po átku z kokon  vyleze 50 jedinc .

ešení

1/ Do vektoru s názvem area vložte zjišt nou plochu a do vektoru month m síce. Ty 
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16. ŠÍ ENÍ POPULACE V PROSTORU 

však musíte p epo íst na rok (vyd lit 12), protože pozd ji budeme pracovat s asovou
jednotkou rok. Vyneste závislost area na ase t do bodového grafu.

> area <- c(0,0.02,0.05,0.11,0.17,0.26,0.3)
> month <- (0:6)/12
> plot(month,sqrt(area) ,xlab="year")

P ekreslete graf do sešitu. 
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Koeficient ší ení pavouk  (D) odhadn te pomocí lineárního modelu závislosti odmocniny 
plochy na ase:

tarea

Lineární model, p íkaz lm, aplikujte bez pr se íku (-1), protože na po átku nebyl na novém 
území p ítomen žádný pavouk. Odhadnutý model p idejte do grafu p íkazem abline.

> m <- lm(sqrt(area)~month-1) 
> abline(m)

Odhad koeficientu ší ení D spo ítejte podle: 

4

ˆ
D

Odhad  zjistíte p íkazem coef.

> coef(m)
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16. ŠÍ ENÍ POPULACE V PROSTORU 

> 1.195874/4

Odhadnutý koeficient ší ení D (bez p ísp vku množení) je …… km2/rok.  

Odhad míry expanze, c, která zohled uje i množení, spo ítejte podle 

rDc 2 ,

kde )ln(r . Víme, že  = 1.4. 

> log(1.4)
> 2*sqrt(0.34*0.3)

Odhadnutá míra expanze je ………… km/rok. 

2/ Pro simulaci ší ení použijte Skellam v model. Ten je rozší ením Gaussovy funkce 
o vnit ní míru r stu populace (r) a kruhovitý dvourozm rný prostor: 

Dt
rt

e
Dt

NtN 4

2

4
)0,0(),( ,

kde  je polom r plochy rozší ení. Výsledkem Skellamova modelu je po etnost populace 
v daném ase a vzdálenosti od po átku ší ení.  

Vytvo te matici po etností N p íkazem matrix tak, že každý ádek bude jeden asový krok 
a sloupce budou odpovídat lineární vzdálenosti od po átku ší ení. Proto nejprve vytvo te
vektor rho s rozsahem 0 až 5 km a jemností nap . 0.25 km a vektor years s rozsahem 1 až 5 let. 
Simulaci prove te p íkazem for. Použijte výše odhadnuté hodnoty parametr r a D a po áte ní
po et jedinc  50. Graf, který vytvo íte p íkazem matplot, bude pon kud netypicky 
modelovat po etnost pavouk  vzhledem ke vzdálenosti od po átku ší ení. as nebude na 
žádné z os, bude prezentován jednotlivými k ivkami. Matici nasimulovaných dat N je pot eba 
transponovat p íkazem t.

> rho <- seq(0,5,by=0.25) 
> years <- 1:5 
> N <- matrix(0,ncol=length(rho),nrow=length(years)) 
> r <- 0.34; D <- 0.3; i <- 1 
> for(t in years)N[t,] <- 50*exp(r*t-rho^2/(4*D*t))/(4*pi*D*t) 
> matplot(rho,t(N),type="l",ylab="N",col=1)
> legend("topright",c("1","2","3","4","5"),lty=1:5)

P ekreslete graf do sešitu. 
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16. ŠÍ ENÍ POPULACE V PROSTORU 
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Simulace ší ení pavouk

rho
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Do jaké vzdálenosti od epicentra se pavouci dostanou za 5 let? 

> N[5,]
> rho[17]

……………………………………………………………………………………...……………

Poznámka
Modelování ší ení druh  je detailn  popsáno v Shigesada et al. (1995) a Shigesada & Kawasaki 
(1997), kde lze nalézt model i pro kombinaci ší ení na krátkou a delší vzdálenost, tzv. 
stratified diffusion model. Lubina & Levin (1988) ukazují, jak po ídit odhad D z hodnot 
rozptylu ší ící se populace. V prost edí R lze vyzkoušet balí ek MigClim pro predikci 
rozší ení druh  t eba v závislosti na zm n  klimatu. 
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Dynamika
m17 etapopula ních struktur

Popis
Populace skokan  byla výstavbou dálnice rozd lena na dv  nerovnom rn  veliké ásti.
Demografickým výzkumem obou populací se zjistilo, že v tší populace vy erpala potravní 
zdroje, proto její po etnost klesá. Menší populace má k dispozici nadbytek potravy, proto její 
po etnost stoupá. 

Data
Aktuální po et jedinc  (N) a kone ná míra r stu ( ) pro ob  populace jsou uvedeny v tabulce: 

Populace 1 Populace 2 
N 100 10

0.8 1.2

Úkoly

1/ Použijte model nezávislý na hustot  pro diskrétn  se množící organismy a nasimulujte 
popula ní dynamiku obou populací po dobu 20 generací. Zjist te, jestli jsou izolované 
populace dlouhodob  životaschopné.

2/ Pokud je alespo  jedna populace v ohrožení, simulací zjist te, jestli by pomohlo 
vytvo ení koridoru. Jak velký by m l být ve smyslu propustnosti jedinc ?

ešení

1/ K simulaci použijte diskrétní model exponenciálního r stu pro v tší (N1) i menší (N2)
populaci:

))1(( ,2,111,1 ttt dNNdN
))1(( ,1,221,2 ttt dNNdN ,
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17. DYNAMIKA METAPOPULA NÍCH STRUKTUR 

kde d je koeficient propustnosti neboli vým ny jedinc  mezi populacemi. 

Vytvo te matici N12 složenou ze 2 vektor  délky 20. Na první pozici prvního vektoru 
umíst te hodnotu 100, u druhého 10, jako po áte ní po etnosti. Do objektu N12 ukládejte 
nasimulované po etnosti obou populací. Pro izolované populace bude d = 0, tj. 0% 
propustnost. Simulaci prove te p íkazem for a po etnosti vyneste do grafu p íkazem
matplot.

> N12 <- data.frame(N1=rep(0,20),N2=rep(0,20)) 
> N12[1,1] <- 100 
> N12[1,2] <- 10 
> d <- 0 
> for(t in 1:20) { 
+ N12[t+1,1] <- ((1-d)*N12[t,1]+d*N12[t,2])*0.8 
+ N12[t+1,2] <- ((1-d)*N12[t,2]+d*N12[t,1])*1.2} 
> matplot(N12,type="l",xlab="generation",ylab="N",lty=1:2,col=1)
> legend("topleft",legend=c("N1","N2"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 

5 10 15 20

0
10

0
20

0
30

0

Dynamika izolovaných populací

generation

N

Popište, jaký je osud izolovaných populací?

…………………………………………………………………………...………………………

2/ Nyní prove te simulaci dynamiky propojených populací. Použijte stejný systém rovnic 
se stejnou syntaxí, ale s malou hodnotou koeficientu propustnosti, nap íklad d = 0.2, tj. s 20% 
propustností.
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17. DYNAMIKA METAPOPULA NÍCH STRUKTUR  

> d <- 0.2 
> for(t in 1:20) { 
+ N12[t+1,1] <- ((1-d)*N12[t,1]+d*N12[t,2])*0.8 
+ N12[t+1,2] <- ((1-d)*N12[t,2]+d*N12[t,1])*1.2} 
> matplot(N12,type="l", xlab="generation",ylab="N",lty=1:2,col=1)
> legend("topleft",c("N1","N2"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 

5 10 15 20

50
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Dynamika málo propojených populací

generation

N

Pomohlo to k udržení obou populací?   

………………………………………………………………………...…………………………

Nyní nasimulujte vysokou propojenost populací, nap íklad d = 0.8, tedy 80% propustnost. 

> d <- 0.8 
> for(t in 1:20) { 
+ N12[t+1,1] <- ((1-d)*N12[t,1]+d*N12[t,2])*0.8 
+ N12[t+1,2] <- ((1-d)*N12[t,2]+d*N12[t,1])*1.2} 
> matplot(N12,type="l",xlab="generation",ylab="N",lty=1:2,col=1)
> legend("topright",c("N1","N2"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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17. DYNAMIKA METAPOPULA NÍCH STRUKTUR 

5 10 15 20

20
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0

Dynamika hodn  propojených populací

generation

N

Jaká by m la být propustnost koridoru, aby ob  populace vykazovaly stabilní dynamiku? 

………………………………………………………………...…………………………………
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Š18 í ka niky

Popis
V epigeonu pole se vyskytují dva druhy pavouk , jeden z rodu Pardosa a druhý z rodu 
Pachygnatha. Oba druhy jsou pravými predátory a konzumují pouze bezobratlé živo ichy.
Detailním pozorováním lovu ko isti v terénu bylo zjišt no, kterými druhy bezobratlých 
živo ich  se oba pavouci živí. Krom  toho bylo zjišt no složení dostupné ko isti.

Data
Relativní etnosti lovené ko isti z 5 skupin bezobratlých pro oba druhy pavouk , relativní 
dostupnost ko isti a po et pozorování (N) jsou uvedeny v tabulce: 

Collembola Hemiptera Ensifera Diptera Isopoda N
Pardosa 0.61 0.15 0.12 0.07 0.05 100
Pachygnatha 0.93 0.05 0.01 0.00 0.01 100
dostupnost 0.60 0.10 0.10 0.10 0.10   50 

Úkoly

1/ Odhadn te ší ku trofické niky pro oba druhy pavouk  a otestujte, jestli jsou si podobné. 

2/ Zjist te, jak moc se jejich niky p ekrývají.

ešení

1/ Do vektoru s názvem Par a Pach umíst te relativní etnosti zastoupení jednotlivých 
ád  ko istí. Do vektoru s názvem av pak umíst te relativní etnost dostupné ko isti. Pak 

vektory Par a Pach spojte p íkazem rbind do objektu both a relativní etnosti obou 
druh  pavouk  vyneste do sloupcového grafu p íkazem barplot.

> Par <- c(0.61,0.15,0.12,0.07,0.05) 
> Pach <- c(0.93,0.05,0.01,0,0.01) 
> av <- c(0.6,0.1,0.1,0.1,0.1) 
> both <- rbind(Par,Pach) 
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18. ŠÍ KA NIKY 

> barplot(both,beside=T,ylim=c(0,1),legend.text=c("Pardosa","Pachygnatha"),
+ names.arg=c("Collembola","Hemiptera","Ensifera","Diptera","Isopoda"))

P ekreslete graf do sešitu. 

Collembola Hemiptera Ensifera Diptera Isopoda
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Relativní etnosti ulovené ko isti

Pro odhad ší ky trofické niky použijte Smith v index (Smith 1982): 

5

1k
kkqpFT ,

kde pk je relativní etnost uloveného taxonu k a qk je relativní dostupnost tohoto taxonu. 
Smith v index se interpretuje vzhledem k teoretické minimální (0) a maximální (1) ší ce niky. 
Do objektu F1 vložte odhad ší ky niky pro druh Pardosa a do objektu F2 odhad ší ky niky 
pro druh Pachygnatha.

> F1 <- sum(sqrt(Par*av)); F1
> F2 <- sum(sqrt(Pach*av)); F2 

Odhady index  ší ky niky jsou: 

Pardosa Pachygnatha
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18. ŠÍ KA NIKY 

Který druh má širší niku a pro ?

……………………………………………………………...……………………………………

Je rozdíl mezi druhy statisticky významný? K zodpov d ní otázky je pot eba nejprve spo íst 
rozptyly obou odhad  podle vzorce: 

N
FTFTVar

4
1)(

2

,

kde N je celkový po et zaznamenaných jedinc  ko isti. Do objektu V1 spo t te rozptyl ší ky
niky pro druh Pardosa a do objektu V2 rozptyl ší ky niky pro druh Pachygnatha.

> V1 <- (1-F1^2)/400 
> V2 <- (1-F2^2)/400 

Nyní prove te oboustranný test nulové hypotézy o rovnosti ší ky nik. Testovou statistiku 
Z spo t te podle vzorce: 

)()( 21

21

FTVarFTVar
FTFTZ

Tato statistika má standardní normální rozd lení Z ~ N(0,1). Pravd podobnost chyby prvního 
druhu spo t te z distribu ní funkce pro normální rozd lení (pnorm):

> Z <- (F1-F2)/sqrt(V1+V2); Z 
> 2*(1-pnorm(abs(Z)))

Z = ……… P  ……… 

Je rozdíl v ší ce niky obou druh  i statisticky významný? ………………………………… 

2/ P ekryv nik pro oba druhy spo t te podle vzorce Hurlberta (1978): 

k

kk

q
ppL 21

Index je v rozmezí [0, ), p i emž platí ím vyšší hodnota, tím v tší p ekryv nik.

> sum(Par*Pach/av)

Odhadnutý p ekryv nik obou druh  je: .…………………… 
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18. ŠÍ KA NIKY 

Poznámka
Existuje celá ada index  pro m ení ší ky niky a p ekryvu nik. Liší se v n kolika aspektech: 
p edevším v typu dat, ze kterých se po ítají (kategorické i kontinuální dimenze niky), ale 
také v tom, jestli zohled ují dostupnou ko ist (MacArthur & Levins 1967, Colwell & Futuyma 
1971, Hurlbert 1978, Feinsinger et al. 1981). 
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Odhady parametr  modelu 
ompeticek19

Popis
Dva druhy seká , z rod Opilio a Phalangium, se vyskytovaly spole n  na jednom 
stanovišti. Na vybrané ploše byly sledovány jejich po etnosti jednou ro n  po dobu 12 let. 
Chceme zjistit, zda mezi nimi dochází ke kompetici. 

Data
Byly zaznamenány tyto po etnosti (N) seká  v pr b hu 12 let: 

Rok N Opilio N Phalangium
  1   50 120
  2   66   81 
  3   59   76 
  4   74   71 
  5   83   63 
  6   84   65 
  7   96   55 
  8   98   37 
  9 101   28 
10 126   22 
11 135   16 
12 136   10 

Úkoly

1/ Odhadn te parametry míry popula ního r stu, nosné kapacity prost edí a koeficientu 
kompetice pro oba druhy. 

2/ Nasimulujte popula ní dynamiku obou druh  po dobu 20 generací s použitím 
odhadnutých parametr  a po áte ními po etnostmi 20 jedinc  pro každý druh. 
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19. ODHADY PARAMETR  MODELU KOMPETICE 

ešení

1/ Do vektoru s názvem opi umíst te po etnosti druhu Opilio a do vektoru s názvem 
phal po etnosti druhu Phalangium. Oba vektory spojte do objektu dat p íkazem
data.frame. Do grafu vyneste po etnosti pavouk  v závislosti na ase p íkazem pro 
asové ady ts.plot.

> opi <- c(50,66,59,74,83,84,96,98,101,126,135,136) 
> phal <- c(120,81,76,71,63,65,55,37,28,22,16,10) 
> dat <- data.frame(opi,phal) 
> ts.plot(dat,ylab="N",lty=1:2)
> legend("bottomleft",legend=c("Opilio","Phalangium"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 

Po etnosti seká  v pr b hu 12 let

Time

N
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Jsou dynamiky obou druh  podobné? Popište, jaké jsou. 

………………………………………………………………………………...…………………

………………………………………………………………………………...…………………

P edpokládáme, že seká i se množí diskrétn . Proto použijte nap . Ricker v model pro 
diskrétní r st závislý na hustot  pro dva konkuren ní druhy: 

1

,212,11
1

,11,1
K

NNK
r

tt

tt

eNN   a  
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,121,22
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NNK
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19. ODHADY PARAMETR  MODELU KOMPETICE 

kde ri je vnit ní míra popula ního r stu, Ki je nosná kapacita a ij  je koeficient kompetice. 
Odhady parametr ri, Ki, a ij  získáme tzv. dynamickou regresí. Ta zahrnuje nejprve 
linearizaci t chto rovnic (zvláš  pro každý druh). Obecn :

tj
i

iji
ti

i

i
i

ti

ti N
K

r
N

K
rr

N
N

,,
,

1,ln
  

tjijtiii
ti

ti NcNba
N

N
,,

,

1,ln

 pro t = 1, …, 11. 

Je to rovnice roviny v prostoru s osami Ni,t, Nj,t a 
ti

ti

N
N

,

1,ln . Pro grafické znázorn ní bychom 

pot ebovali trojrozm rný graf. Pomocí regresního modelu se hledá nejlepší proložení roviny 
nam enými body zvláš  pro druh Opilio a Phalangium. Z regresních odhad  parametr ai, bi
a cij odvo te odhady parametr ri, Ki a ij podle vzorc  zvláš  pro každý druh: 

ii ar ˆ
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  pro i = 1, 2 a j = 2, 1. 

Nejprve prove te regresi pro druh Opilio. Hodnoty 
t

t

N
N

,1

1,1  si musíte nejprve dopo íst a uložit 

do vektor opi1. Použijte lineární model, p íkaz lm. V lineárním prediktoru budou 
po etnosti obou druh  (bez poslední hodnoty). Odhady parametr  roviny zjist te p íkazem
coef. Z nich spo t te odhady r, K a .

> opi1 <- opi[-1]/opi[-12] 
> m1 <- lm(log(opi1)~opi[-12]+phal[-12]) 
> coef(m1)
> -0.2827058214/-0.0019409899
> -0.0003509306/-0.0019409899

A nyní to samé pro druh Phalangium. Hodnoty 
t

t

N
N

,2

1,2 vložte do vektoru phal1.

> phal1 <- phal[-1]/phal[-12] 
> m2 <- lm(log(phal1)~phal[-12]+opi[-12]) 
> coef(m2)
> -1.253529913/-0.007836019
> -0.011631378/-0.007836019

Odhady parametr  zapište do tabulky: 

Opilio Phalangium

r

K
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19. ODHADY PARAMETR  MODELU KOMPETICE 

Mají oba druhy podobnou hodnotu vnit ní míry popula ního r stu a nosné kapacity prost edí?

……………………………………………………………………...……………………………

Jsou oba druhy podobn  silní konkurenti?  

…………………………………………………………………...………………………………

2/ K simulaci dynamiky použijte systém rovnic diskrétního r stu populací uvedených výše 
s po áte ními hodnotami po etností 20 jedinc  pro oba druhy. Výsledky simulací ukládejte 
do matice s názvem N12. Simulaci prove te p íkazem for a její výsledek vyneste p íkazem 
matplot.

> N12 <- matrix(ncol=2,nrow=21) 
> N12[1,] <- c(20,20) 
> for(t in 1:20) { 
+ N12[t+1,1] <- N12[t,1]*exp(0.28*(145.7-N12[t,1]-0.18*N12[t,2])/145.7) 
+ N12[t+1,2] <- N12[t,2]*exp(1.25*(160-N12[t,2]-1.48*N12[t,1])/160)} 
> matplot(N12,type="l",xlab="generation",lty=1:2,col=1)
> legend("right",c("Opilio","Phalangium"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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19. ODHADY PARAMETR  MODELU KOMPETICE 

Jaké jsou osudy obou druh ?

……………………………………………………………...……………………………………

……………………………………………………………..…………………………………….

Poznámka
Dalšími metodami používanými k odhadu parametr  kompetice je tzv. statická regrese 
(Schoener 1974, Pfister 1995), která používá data o abundanci konkurent  z n kolika lokalit, 
nebo manipulativní experiment, ve kterém se sleduje po etnost konkurent  a jejich míra 
popula ního r stu po narušení jednoho z druh  (Bender et al. 1984). V dynamické regresi, 
kterou jsme si ukázali, by m l být odhad parametr  (p edevším jejich chyb) proveden regresní 
metodou, která dokáže modelovat i asovou závislost v datech (t eba GLS nebo GEE, viz 
Pekár & Brabec 2012). Odhad parametr  z dynamické regrese je lepší než ze statické, ve které 
je nutné abundance standardizovat a zahrnout do modelu i faktory prost edí (Fox & Luo 
1996).
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M20 ezidruhová kompetice

Popis
Na jedné lokalit  se za al ší it invazní druh mravence a zdá se, že vytla í jeden z p vodních
druh  mravenc . P edchozí studie ukázala, že oba druhy mají podobnou niku. Zjist te, jestli 
je p vodní druh v ohrožení. 

Data
V p edchozí studii byly zjišt ny tyto hodnoty parametr  p vodního (1) a invazního (2) druhu: 

P vodní Invazní 
r 0.8 0.7
K 200 300

1.6 2.1

Úkoly

1/ Odhadn te výsledek interakce analyticky. 

2/ Nasimulujte vývoj po etnosti mravenc  obou druh , pokud má populace p vodního
druhu po áte ní po etnost 20 jedinc  a populace invazního druhu po etnost 10 jedinc .
Simulaci prove te pro dobu 30 let. 

3/ Jaký bude výsledek simulace, obrátí-li se po áte ní po etnosti ve prosp ch invazního 
druhu (tj. N1,t0 = 10, N2,t0 = 20), nap . na lokalitách, kde je p vodní druh málo hojný? 

ešení

1/ Pro analytické ešení využijte metodu nulových izoklin. Hodnoty K1,
12

1K , K2 a 
21

2K

ur ují 4 body, kterými jsou izokliny definovány. Spo t te jejich hodnoty. 
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20. MEZIDRUHOVÁ KOMPETICE 

> 200/1.6
> 300/2.1

Vyneste izokliny do grafu: 
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Nulové izokliny konkuren ních druh

p vodní mravenec

Jaký bude výsledek interakce? 

………………………………………………………………………………………...…………

2/ K simulaci použijte systém diferenciálních rovnic kompeti ního modelu Lotky-
Volterra: 

1

2121
11

1 1
d

d
K

NNrN
t

N    
2

1212
22

2 1
d

d
K

NNrN
t

N

N1 bude pro p vodní druh a N2 pro invazní druh. Diferenciální rovnice vy ísluje zm nu
po etnosti Ni za jednotku asu. Výsledkem simulace má být ovšem o ekávaná po etnost
v daném ase. Bylo by pot eba integrovat uvedené diferenciální rovnice, abyste získali funkci 
popisující p ímo po etnost (analytické ešení). To je asto t žko ešitelný úkol. Proto zvolte 
cestu numerického ešení oby ejných diferenciálních rovnic (Ordinary Differential Equations, 
ve zkratce ODE). Numerický postup aproximuje výslednou po etnost bez nutnosti 
integrování rovnic. Nejjednodušším typem numerického ešení je tzv. Eulerova metoda. 
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20. MEZIDRUHOVÁ KOMPETICE 

Výpo et postupuje po asových krocích typicky menších, než je základní asová jednotka 
(nap .  = 0.1 asové jednotky), aby nep esnost zp sobená aproximací nebyla zbyte n  velká. 

V každém kroku spo ítejte zm ny po etností
t

N
d

d 1  a 
t

N
d

d 2 podle posledních známých 

po etností a k t mto je p i t te. Tím dostanete odhady po etností v ase t+ . Délku kroku 
musíte zohlednit i v p ipo tených zm nách (za desetinu asové jednotky p ibude/ubude jen 
desetina spo ítané zm ny po etnosti):

t
NNNN i

tititi d
d

1,1,2,

Do objektu delta vložte délku kroku. Ve vektoru time specifikujte as pro simulaci, tj. 30 let. 
Definujte hodnoty všech parametr  (r1, r2, K1, K2, 12 , 21 ) a vytvo te matici N se dv ma
sloupci. Na jejich prvních pozicích budou po áte ní po etnosti (20 a 10 jedinc ). Simulaci 
prove te p íkazem for a výsledek vyneste p íkazem matplot.

> delta <- 0.1 
> time <- seq(0,30,by=delta) 
> r1 <- 0.8; r2 <- 0.7; a12 <- 1.6; a21 <- 2.1; K1 <- 200; K2 <- 300 
> N <- matrix(ncol=2,nrow=length(time)) 
> N[1,] <- c(20,10) 
> for(i in 1:(length(time)-1)){ 
+ N[i+1,1] <- N[i,1]+delta*r1*N[i,1]*(1-(N[i,1]+a12*N[i,2])/K1) 
+ N[i+1,2] <- N[i,2]+delta*r2*N[i,2]*(1-(N[i,2]+a21*N[i,1])/K2)} 
> matplot(time,N,type="l",xlab="years",lty=1:2,col=1)
> legend("topleft",c("N1","N2"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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20. MEZIDRUHOVÁ KOMPETICE 

Vytla í invazní druh p vodního mravence? 

………………………………………………………………...…………………………………

3/ Jak dopadne simulace, bude-li mít na po átku p evahu invazní druh mravence? Použijte 
stejný systém rovnic, ale ešení tentokrát nalezn te pomocí složit jších a p esn jších metod. 
P ístupné jsou v balíku deSolve. P íkaz ode je nejobecn jším ešitelem oby ejných
diferenciálních rovnic. Výpo et probíhá ve dvou krocích. V prvním kroku specifikujte model, 
nazv te jej competition, tj. vytvo te funkci, do které zapište pot ebné diferenciální 
rovnice. Do kulatých závorek v definici funkce zapište trojici objekt , se kterými bude funkce 
po ítat: ti bude as; ini bude vektor s po áte ními hodnotami stavových prom nných
a par bude vektor se jmény a hodnotami parametr . P íkaz with zp ístupní „mate ské“ 
funkci všechny parametry a prom nné pod jejich jmény ve form  seznamu (as.list). Zápis 
funkce zakon ete p íkazem return, který p edá výsledky rovnic k dalšímu zpracování. Zde 
je d ležité po adí: výsledky dN1, dN2 musí odpovídat po adí N1, N2 ve vektoru po áte ních 
hodnot.

> competition <- function(ti,ini,par){ 
+ with(as.list(c(ini,par)),{
+ dN1 <- r1*N1*(1-(N1+a12*N2)/K1) 
+ dN2 <- r2*N2*(1-(N2+a21*N1)/K2) 
+ return(list(c(dN1,dN2)))})}

Zave te parametry a jejich hodnoty (do vektoru param) a zadejte jejich po áte ní po etnosti
do vektoru initial. Na t te balík deSolve. Definujte asy, ve kterých má být proveden 
výpo et (vektor time). Samotný výpo et obstará p íkaz ode, který pojmenuje vstupní 
objekty jako (y, times, func, parms). Výslednou matici uložte do objektu sim. Výsledek 
simulace vykreslete p íkazem matplot.

> param <- c(r1=0.8,r2=0.7,a12=1.6,a21=2.1,K1=200,K2=300) 
> initial <- c(N1=10,N2=20) 
> library(deSolve)
> time <- seq(0,30,by=0.1) 
> sim <- ode(y=initial,times=time,func=competition,parms=param) 
> matplot(time,sim[,-1],type="l", xlab="years", ylab="N",lty=1:2,col=1)
> legend("topleft",c("N1","N2"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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20. MEZIDRUHOVÁ KOMPETICE 
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Simulace po etnosti mravenc

years

N

Vytla í nyní invazní druh p vodního mravence? Pokud ano, jak dlouho to bude trvat? 

…………………………………………………………...………………………………………

Poznámka
Jak p esné je použití jednoduché Eulerovy numerické metody proti jiným složit jším 
metodám z p íkazu ode (jako výchozí je nastavena metoda lsoda), lze zjistit t eba grafickým 
porovnáním výsledk  simulace. Pokud to ud láte, uvidíte, že rozdíl je v podstat
zanedbatelný. O použití p íkazu ode v simula ním modelování se lze dozv d t více nap .
v Petzold (2003). 
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F21 unk ní odpov

Popis
Funk ní odpov  st evlík  konzumujících semena byla zkoumána v miskách o ploše 10 cm2.
Pro každou hustotu semen bylo uskute n no n kolik opakování. Hustota semen byla 
konstantní po celou dobu experimentu, tj. 6 hodin, protože zkonzumovaná semena byla 
neustále nahrazována novými. Na konci experimentu byl stanoven po et sežraných a nesežraných 
semen. 

Data
Pr m rné po ty zkonzumovaných semen (Ha) pro jednotlivé hustoty semen (H) jsou uvedeny 
v následující tabulce: 

H Ha

  1   2.5 
  5   6.1 
10   7.9 
20 10.5
40 12.3
50 11.8

Úkoly

1/ Jaký typ funk ní odpov di mají st evlíci? 

2/ Odhadn te parametry vyhledávací ú innosti, asu zpracování a asymptoty nasycení. 

ešení

1/ Do vektoru s názvem H vložte hustoty semen a do vektoru s názvem Ha pr m rné po ty 
sežraných semen. Do bodového grafu vyneste po ty zkonzumovaných semen v závislosti na 
jejich hustot .
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21. FUNK NÍ ODPOV

> H <- c(1,5,10,20,40,50) 
> Ha <- c(2.5,6.1,7.9,10.5,12.3,11.8) 
> plot(H,Ha)

P ekreslete graf do sešitu.  
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Který typ funk ní odpov di st evlíci vykazují? ……………………………………… 

2/ Hodnoty parametr  odhadn te pomocí p íslušné Hollingovy rovnice: 

h
a aHT

aHTH
1

Tato rovnice je inherentn  nelineární. Abychom k odhadu parametr  mohli použít lineární 
regresi, musí se linearizovat. Lineární tvar rovnice získáte p evrácením: 

T
T

aHTH
h

a

11

a substitucí: 

HH a

11

,

92



21. FUNK NÍ ODPOV

kde
T
Thˆ a

aT
1ˆ . Z nich hodnoty parametr  vyhledávací ú innosti, a, asu zpracování, 

Th, i asymptoty nasycení, max, zjistíte podle vzorc :

TTh ˆ ˆ
1

T
a

   ˆ
1

hT
Tmax

P ipravte p evrácené hodnoty H a Ha a vyneste je do bodového grafu. Pak použijte lineární 
regresní model, p íkaz lm. Výslednou p ímku vynesete p íkazem abline.

> y <- 1/Ha 
> x <- 1/H 
> plot(x,y,xlab="1/H",ylab="1/Ha")
> m <- lm(y~x) 
> abline(m)

P ekreslete graf do sešitu. 
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Odhady parametr  modelu zjistíte p íkazem coef. Vypo ítejte z nich a, Th a max podle 
vzorc  uvedených výše, když víme, že T = 6. 

> coef(m)
> 0.08445655*6
> 1/(0.31904090*6)
> 1/0.08445655
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21. FUNK NÍ ODPOV

Odhady parametr  zaznamenejte do tabulky: 

a

Th h

max

Poznámka
P esn jší odhady parametr  pro funk ní odpov  Typu II lze získat s pomocí GLM (viz 
Pekár & Brabec 2009). Pro popis funk ních odpov dí bylo navrženo n kolik nelineárních 
model  (viz Juliano 2001). Jedním z obecných model  je . Zde parametr a definuje 
asymptotu (nasycení), kladné b ur uje rychlost r stu a c prohnutí k ivky. Touto funkcí 
m žeme modelovat funk ní odpov  Typu II i III: pokud c  1, jde o typ II, pokud c > 1, jde 
o typ III.

)1(
cbxeay
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N22 umerická odpov

Popis
Saran e zkonzumují za sv j život ur ité množství potravy. V laboratorním experimentu byly 
chovány kohorty saran í od vylíhnutí až po dosp ní a následné vykladení p i r zném
konstantním množství biomasy. Chceme zjistit, jak množství potravy ovlivní jejich fitness. 

Data
Ze zjišt ných dat o p ežívání a plodnosti byla pro každé množství biomasy sestavena Leslieho 
matice a z ní spo tena míra popula ního r stu (r), která vyjad uje zdatnost sledované kohorty. 
Hodnoty vnit ní míry r stu v závislosti na množství potravy (V) jsou uvedeny v tabulce: 

V(g) r
    50 -1.0
  100 -0.6
  200 -0.1
  500  0.3 
1000  0.5 
2000  0.7 
4000  1.0 

Úkoly

1/ Zobrazte závislost vnit ní míry r stu (r) na množství zkonzumované potravy (V).
Proložte daty model p em ny potravy na potomstvo a odhadn te jeho parametry. 
Stanovte minimální množství potravy na jedince pot ebné pro vitální populaci. 

ešení

1/ Do vektoru s názvem r vložte hodnoty vnit ní míry r stu a do vektoru s názvem v
množství zkonzumované potravy. Do bodového grafu vyneste závislost vnit ní míry r stu na 
množství potravy:
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22. NUMERICKÁ ODPOV

> v <- c(50,100,200,500,1000,2000,4000) 
> r <- c(-1,-0.6,-0.1,0.3,0.5,0.7,1) 
> plot(v,r)

P ekreslete graf do sešitu. 
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Závislost míry r stu na množství potravy

v
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Pro kolik hodnot je míra r stu kladná a pro kolik záporná? 

kladné záporné

Použijte Ivlev v model v modifikaci pro numerickou odpov , který má t i parametry: 

dear fV )1(

Parametr a popisuje vyhledávací ú innost konzumenta (search rate), f udává ú innost 
p em ny potravy na potomstvo (konverzní ú innost, typicky z intervalu (0,1)) a d je 
maximální mortalita konzumenta. Jelikož je tvar modelu nelineární v parametrech, k odhadu 
použijte nelineární regresi. P ed tím musíte odhadnout startovací hodnoty všech parametr .
Odvo te je analyticky pro podmínky V = 0, V =  a V = 1000 a tedy r = 0.5. 
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22. NUMERICKÁ ODPOV

Startovací hodnoty budou: a = ………, f = ………, d = ……… 

Pro fit nelineární regrese použijte p íkaz nls. Startovací hodnoty specifikujte argumentem 
start. Hodnoty parametr  zjistíte p íkazem coef.

> m <- nls(r~a*(1-exp(-f*v))-d,start=list(a=2,f=0.001,d=1)) 
> coef(m)

Odhadnuté hodnoty parametr  zapište do tabulky: 

a

f

d

Modelovou k ivku zakreslete do grafu použitím p íkaz lines a predict.

> x <- seq(0,4000,1) 
> lines(x,predict(m,list(v=x)))

P ekreslete k ivku do grafu výše. 

Jaké je minimální množství potravy pot ebné k nezápornému popula nímu r stu? Tuto 
hodnotu udává ko en Ivlevovy rovnice, tedy: 

dea fV )1(0

Ten zjistíte p íkazem uniroot z balí ku rootSolve.

> library(rootSolve)
> uniroot(function(x) 1.94*(1-exp(-0.003*x))-1.17,lower=0,upper=1000) 

Minimální množství potravy je ……………… 

Poznámka
Další modely používané pro modelování numerické odpov di, jmenovit  lineární a asymptotický,
odvozený z Hollingovy rovnice funk ní odpov di Typu II, lze nalézt v Beddington et al. 
(1976).
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M23 odel predátor–ko ist

Popis
Ke kontrole skladištních rozto  rodu Acarus se používá jejich p irozený predátor rozto  rodu 
Cheyletus. Úsp šná inokulace predátora se vyplatí pouze za podmínek, kdy je schopný se dále 
množit. Chceme zjistit, jestli lze skladištní rozto e rodu Acarus regulovat pomocí p irozeného 
nep ítele.

Data
Parametry k simula nímu modelu byly získány z t chto experiment :

Nosná kapacita prost edí (KH) a vnit ní míra popula ního r stu (rH) rozto  rodu Acarus byly 
odhadnuty sledováním jejich množení bez p ítomnosti predátora a p i konstantním množství 
dostupné potravy. Bylo zjišt no, že KH = 2000 jedinc /kg a rH = 0.23. 

P irozená mortalita rozto  rodu Cheyletus (d), jeho vnit ní míra popula ního r stu (rP) a jeho 
ú innost p em ny biomasy na potomstvo (f) byly zjišt ny experimentáln  tak, že predátor byl 
sledován od vylíhnutí do vykladení p i konstantní vysoké hustot  ko isti. Parametry byly 
odhadnuty na d = 0.1, rP = 0.15 a f = 0.14. 

Vyhledávací ú innost predátora (a) a as zpracování ko isti (Th) byly zjišt ny postupem 
popsaným v kap. 21. Parametry byly odhadnuty na a = 0.002 a Th = 0.04. Maximální míra 
predace, c, byla odhadnuta na 1.3 jedinc /den.

Oba druhy rozto  jsou partenogenetické, tudíž není pot eba zohled ovat pom r pohlaví. 

Úkoly

1/ Odhadn te, kolik jedinc  predátora (Cheyletus) by m lo být vypušt no, pokud ko isti 
(Acarus) je 900 jedinc  na jednotku hmotnosti. 

2/ Zjist te, jestli je Cheyletus schopný snížit po etnost rozto  rodu Acarus pod 
ekonomický práh, který byl stanoven na hodnotu 250 jedinc /kg (Armitage 2003)? Celý 
proces nasimulujte po dobu 200 dn . Po áte ní po etnost rozto  rodu Acarus je 
900 jedinc .
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23. MODEL PREDÁTOR–KO IST 

ešení

1/ Po et predátor  pro vypušt ní odhadn te podle vzorce Sabelis et al. (2002): 

c
rr

H
P PH ,

kde P a H jsou po ty predátor  a ko isti. Úpravou dostanete: 

c
rrHP PH )(

> 900*(0.23-0.15)/1.3

Po áte ní po et predátor  by m l být v tší než ……… jedinc .

2/ Abyste využili všechny zjišt né hodnoty parametr , použijte upravený Rosenzweig-
MacArthur v model (Rosenzweig & MacArthur 1963), který obsahuje závislost na hustot
v populaci ko isti (H), funk ní odpov  typu II v populaci ko isti a numerickou odpov
predátora (P) na množství zkonzumované ko isti. Acarus i Cheyletus se množí tak ka
neustále, proto je k simulaci vhodný systém diferenciálních rovnic: 

P
aHT
aH

K
HHr

t
H

hH
H 1

1
d

d

dPP
aHT
aHf

t
P

h1d
d

Jako po áte ní hodnotu pro po et vypušt ných predátor  použijte odhad zjišt ný výše. 
Simulaci prove te Eulerovou metodou, což znamená upravit systém rovnic na diskrétní 
podobu s krátkým asovým krokem, ekn me  = 0.1: 

t
HH i

titi d
dH

1,2, t
PPP i

titi d
d

1,2,

Do objektu delta vložte délku kroku. Ve vektoru time specifikujte as pro simulaci. 
Definujte hodnoty všech parametr  a vytvo te matici N se dv ma sloupci. Na jejich prvních 
pozicích budou po áte ní po etnosti. Simulaci prove te p íkazem for a výsledek vyneste 
p íkazem matplot.

> delta <- 0.1 
> time <- seq(0,200,by=delta) 
> rH <- 0.23; KH <- 2000; d <- 0.1; f <- 0.14; a <- 0.002; Th <- 0.4 
> N <- matrix(ncol=2,nrow=length(time)) 
> N[1,] <- c(900,60) 
> for(i in 1:(length(time)-1)){ 
+ N[i+1,1] <- N[i,1]+delta*(rH*N[i,1]*(1-N[i,1]/KH)- 
+ a*N[i,1]*(1/1+a*N[i,1]*Th)*N[i,2])
+ N[i+1,2] <- N[i,2]+delta*(f*a*N[i,1]*(1/1+a*N[i,1]*Th)*N[i,2]-d*N[i,2])} 
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23. MODEL PREDÁTOR–KO IST 

> matplot(time,N,type="l",lty=1:2,col=1)
> legend("topright",c("Acarus","Cheyletus"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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Poda í se predátor m snížit po etnost rozto  rodu Acarus pod požadovaný práh? Pokud ano, 
zjist te pohledem do matice N, kdy to nastane. 

> abline(250,0, lty=3) 
> N

…………………………………………………………………...………………………………

Poznámka
Model predátor–ko ist lze po úprav  použít i pro diskrétn  se množící predátory (jednou za 
rok), kte í ale loví ko ist tak ka neustále. To se týká mnoha lenovc , jako jsou pavouci nebo 
hmyz.   
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Model intraguildové 
redacep24

Popis
V hypotetické skupin  dravých prvok  jsou dva druhy predátor , velcí a malí, kte í loví 
stejnou ko ist. Je to systém asymetrické intraguildové predace, takže t lesn  v tší prvoci loví 
krom  ko isti také malé prvoky. Malí prvoci však nikdy neuloví v tší. Zajímá nás, jestli m že
být takový systém za daných podmínek stabilní. 

Data
O celém systému máme pouze kusé informace. Víme, že populace ko isti (H) roste 
v závislosti na její hustot  s parametry KH = 200 a rH = 1. Velcí prvoci (L) mají polovi ní
efektivitu v lovu ko isti H než malí prvoci (S), tj. aLH = 0.5aSH, p i emž aSH = 0.04. V lovu 
prvoka S je efektivita prvoka L polovi ní ve srovnání s jeho lovem ko isti, tedy aLS = 0.5aLH.
Ovšem uloveného prvoka S dokáže prvok L p em nit na potomstvo dvakrát lépe než ko ist, 
tedy fLS = 2fLH. Biomasu ko isti dokáže prvok S p em nit na potomstvo dvakrát lépe než prvok 
L: fSH = 2fLH, p i emž fSH = 0.06. P irozená mortalita prvok L (dL) i S (dS) je stejná, ekn me 
0.1. Po áte ní po etnost prvoka S je dvojnásobkem po etnosti L a po etnost ko isti H je 
dvojnásobkem po etnosti S.

Úkoly

1/ Sestavte model popsaného systému. Vycházejte ze systému diferenciálních rovnic 
Lotky a Volterry pro predátora a ko ist. Pro oba predátory uvažujte funk ní odpov
typu I s jim p íslušnou konstantní vyhledávací ú inností (a) a jim p íslušnou ú inností
p em ny živin (f).

2/ Výsledný model simulujte po dobu 100 dn . Po áte ní po etnost prvoka L je 20 jedinc .

3/ S využitím Jacobiho matice stability zjist te, je-li systém lokáln  stabilní. 

103



24. MODEL INTRAGUILDOVÉ PREDACE 

ešení

1/ Podle popisu situace na rtn te systém graficky: 

H

L S

Nyní sestrojte model ze systému diferenciálních rovnic: 

t
H
d

d

t
S

d
d

t
L

d
d

2/ Vytvo te funkci s názvem igp obsahující systém diferenciálních rovnic: 

> igp <- function(t,y,param){ 
+ with(as.list(c(y,param)),{
+ dH.dt <- rh*H*(1-H/Kh)-alh*H*L-ash*H*S 
+ dS.dt <- fsh*ash*H*S-als*S*L-ds*S 
+ dL.dt <- flh*alh*H*L+fls*als*S*L-dl*L 
+ return(list(c(dH.dt,dS.dt,dL.dt)))})}

Definujte hodnoty parametr  (parametry), po áte ní po etnosti (initial) a as (time).
Prove te simulaci p íkazem ode z balí ku deSolve po dobu 100 dn  a vložte ji do objektu 
sim. Graf dynamik sestrojte p íkazem matplot.

> parametry <- c(rh=1,Kh=200,alh=0.02,ash=0.04,als=0.01,fsh=0.06, 
+ flh=0.03,fls=0.06,ds=0.1,dl=0.1)
> initial <- c(H=80,S=40,L=20) 
> time <- seq(0,100,1) 
> library(deSolve)
> sim <- ode(y=initial,times=time,func=igp,parms=parametry) 
> matplot(time,sim[,-1],type="l",ylab="N",col=1)
> legend("topright",c("H","S","L"),lty=1:3,col=1)

P ekreslete graf do sešitu. 
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24. MODEL INTRAGUILDOVÉ PREDACE 
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Simulace po etnosti prvok
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Popište, jak simulace dopadla. 

…………………………………………………………………………...………………………

Kone né po etnosti populací všech len  zjistíte pomocí p íkazu tail.

> tail(sim)

Kone né po etnosti jsou: L = ……… S = ……… H = ……… 

3/ Jacobiho matici stability pro dynamický systém n kolika populací sestrojíme 
z parciálních derivací diferenciálních rovnic, které popisují zm nu v jednotlivých populacích. 
V našem p ípad  to budou tyto parciální derivace: 

L
tL

S
tL

H
tL

L
tS

S
tS

H
tS

L
tH

S
tH

H
tH

dddddd

dddddd

dddddd

J

Pomocí p íkazu D získáte parciální derivace pro všechny prvky matice J:

> D(expression(rh*H*(1-H/Kh)-alh*H*L-ash*H*S), "H")
> D(expression(rh*H*(1-H/Kh)-alh*H*L-ash*H*S), "S") 
> D(expression(rh*H*(1-H/Kh)-alh*H*L-ash*H*S), "L")
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24. MODEL INTRAGUILDOVÉ PREDACE 

> D(expression(fsh*ash*H*S-als*S*L-ds*S), "H")
> D(expression(fsh*ash*H*S-als*S*L-ds*S), "S")
> D(expression(fsh*ash*H*S-als*S*L-ds*S), "L")
> D(expression(flh*alh*H*L+fls*als*S*L-dl*L), "H")
> D(expression(flh*alh*H*L+fls*als*S*L-dl*L), "S")
> D(expression(flh*alh*H*L+fls*als*S*L-dl*L), "L")

Sestavte matici J z tvar  parciálních derivací: 

.........

.........

.........
J

Dosadíme-li do výsledných výraz  parciálních derivací hodnoty parametr  a po etnosti, které 
považujeme za stabilní, m žeme pomocí vlastních ísel výsledné íselné matice zjistit, je-li 
tento stav skute n  lokáln  stabilní. Taková matice má všechny reálné ásti vlastních ísel 
záporné. Kladné vlastní íslo indikuje systém labilní. 

Výpo et prove te takto: definujte po etnosti (z konce simulace), zp ístupn te jednotlivé 
parametry pomocí p íkazu attach a spo t te hodnoty parciálních derivací pomocí p íkazu 
deriv. Ten umož uje zadat více parciálních derivací najednou (písmena v uvozovkách 
spojená do vektoru). Výsledek proto uložte do zvláštní prom nné a vyvolejte jen íselný 
výsledek pomocí p íkazu eval. Zajímá vás poslední ádek výpisu.  

> H <- 42; S <- 19; L <- 0 
> attach(as.list(parametry))
> dH <- deriv(~rh*H*(1-H/Kh)-alh*H*L-ash*H*S,c("H","S","L")) 
> eval(dH)
> dS <- deriv(~fsh*ash*H*S-als*S*L-ds*S,c("H","S","L")) 
> eval(dS)
> dL <- deriv(~flh*alh*H*L+fls*als*S*L-dl*L,c("H","S","L")) 
> eval(dL)

Zapište zjišt né hodnoty do matice JAK:

.........

.........

.........
JAK

Sestavte matici JAK a spo t te její vlastní ísla (p íkaz eigen).

> JAK <- matrix(nrow=3,ncol=3, c(-0.2,-1.68,-0.84,0.0456,-0.0092,-0.19, 
+ 0.0006,0.0006,-0.0634),byrow=T)
> JAK
> eigen(JAK)

Zapište hodnoty vlastních ísel matice JAK: ………………………………………..………… 

Je systém lokáln  stabilní, nebo labilní?  

…………………………………………………………………………………………...………
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M25 odel parazitoid–hostitel

Popis
Ve skladu potravin se rozmnožili zavíje i. Jejich hustota je 50 jedinc  na 10 kg mouky. Na 
jejich kontrolu se jako bioagens používají parazitoidi. Firmy nabízejí t i druhy 
partenogenetických parazitoid  (ozna me je A, B, C), které se liší v hodnotách dvou 
parametr . Vyberte nejvhodn jší druh parazitoida. 

Data
Pro populaci zavíje e platí tyto hodnoty parametr : kone ná míra r stu populace  = 2.3 a nosná 
kapacita prost edí K = 600. Pro t i druhy parazitoid  je známa vyhledávací ú innost (a) a pr m rný 
po et samic vylíhnutých z jednoho hostitele (c): 

druh A druh B druh C 
a 0.003 0.1 0.001
c 1 2 5

Úkoly

1/ S použitím upraveného Nicholson-Baileyho modelu vyberte nejvhodn jší druh 
parazitoida pro kontrolu zavíje e. Na po átku bude vypušt n jeden parazitoid na 10 kg 
mouky. Simulaci prove te pro 20 generací. 

ešení

1/ Diferen ní model upraveného modelu Nicholsona a Baileyho (Beddington et al. 1975) 
pro diskrétn  se množícího parazitoida a hostitele s náhodným vyhledáváním a s popula ním 
r stem hostitele závislým na hustot  má následující strukturu: 

t
t aP

K
H

tt eHH
1

1
taP

tt ecHP 11
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25. MODEL PARAZITOID–HOSTITEL 

Pro první druh parazitoida (A) je a = 0.003 a c = 1. Specifikujte délku simulací (time).
Sestavte matici HP, do které vložíte výsledky simulací. Na první pozici matice vložte 
po áte ní po etnosti. Definujte parametry. Simulaci prove te p íkazem for. Graf dynamiky 
sestrojte p íkazem matplot.

> time <- 20 
> HP <- data.frame(H=numeric(time),P=numeric(time)) 
> HP[1,] <- c(50,1) 
> L <- 2.3; K <- 600; a <- 0.003; c <- 1 
> for (t in 1:(time-1)){ 
+ HP[t+1,1] <- L*HP[t,1]*exp((K-HP[t,1])/K-a*HP[t,2]) 
+ HP[t+1,2] <- c*HP[t,1]*(1-exp(-a*HP[t,2]))} 
> matplot(HP,type="l", xlab="generation",ylab="N",lty=1:2,col=1) 
> legend("topright",c("H","P"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 

5 10 15 20

0
20

0
40

0
60

0
80

0
10

00

Simulace dynamiky pro parazitoida A
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V simulaci pro parazitoida druhu B zm te hodnoty parametr a = 0.1 a c = 2, jinak 
postupujte stejn  jako u druhu A.

> a <- 0.1; c <- 2 
> for (t in 1:(time-1)){ 
+ HP[t+1,1] <- L*HP[t,1]*exp((K-HP[t,1])/K-a*HP[t,2]) 
+ HP[t+1,2] <- c*HP[t,1]*(1-exp(-a*HP[t,2]))} 
> matplot(HP,type="l",xlab="generation",ylab="N",lty=1:2,col=1)
> legend("topright",c("H","P"),lty=1:2)
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25. MODEL PARAZITOID–HOSTITEL 

P ekreslete graf do sešitu. 
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Podobn  pro t etí druh parazitoida C zm te hodnoty parametr : a = 0.001 a c = 5. 

> a <- 0.001; c <- 5 
> for (t in 1:(time-1)){ 
+ HP[t+1,1]<-L*HP[t,1]*exp((K-HP[t,1])/K-a*HP[t,2])
+ HP[t+1,2] <- c*HP[t,1]*(1-exp(-a*HP[t,2]))} 
> matplot(HP,type="l",xlab="generation",ylab="N",lty=1:2,col=1)
> legend("topright",c("H","P"),lty=1:2)

P ekreslete graf do sešitu. 
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25. MODEL PARAZITOID–HOSTITEL 
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Který druh parazitoida byste vybrali? Zd vodn te pro .

…………………………………………………………………………………..………………

……………………………………………………………………...……………………………

Poznámka
Tento typ modelu lze upravit pro nespecializované parazitoidy nap . nahrazením funk ní 
odpov di typu II typem III, který popisuje p epínání mezi typy ko isti (Hassell & Comins 
1978).
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Popis

26Model patogen–hostitel

Ve dvou m stech se objevila vzteklina. P inesla ji liška, která nakazila v každém m st
jednoho voln  pobíhajícího psa. V prvním m st  je v tšina ps  o kovaná, a tudíž ke vzteklin
imunní. Ve druhém m st  je o kovaných pouze n kolik ps . Zajímá nás postup ší ení 
vztekliny v obou m stech.

Data
V obou m stech je stejný po et ps , 20 jedinc /km2. Jejich p irozená mortalita (m) v pr b hu
studie je velice nízká a je stejná jako jejich natalita (n), ekn me m = n = 0.001. V prvním 
m st  je 75 % ps  o kovaných, ve druhém pouze 5 %. Pes se nakazí od druhého psa 
v pr m ru jednou za 10 dn  (T). Inkuba ní doba nemoci (U) je 10 dn . Délka nemoci (D) je 5 dn .
Nemoc je smrtelná.  

Úkoly

1/ Sestavte diferenciální systém rovnic pro vztah patogen–hostitel s inkuba ní dobou a odhadn te
parametry z uvedených charakteristik. 

2/ Nasimulujte dynamiku systému pro každé m sto zvláš  po dobu 60 dn . Zjist te, jestli 
dojde v obou m stech k epidemii, tj. bude-li nakaženo více než 50 % ps .

3/ Zjist te, jak ovlivní ší ení nemoci p ísná izolace ps .

ešení

1/ Model SEIR zahrnuje náchylné (S), nakažené (E), tj. jedince kte í ješt  nejsou infek ní,
infek ní (I) a rezistentní (R) jedince. Znázorn te systém graficky: 
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26. MODEL PATOGEN–HOSTITEL 

S E I R

Systém diferenciálních rovnic modelu bude následující: 

mSISRIESn
t
S )(

d
d

mEEIS
t
E

d
d

mIIE
t
I

d
d

mR
t
R

d
d

kde  je parametr nakažlivosti,  je parametr inkubace a  je parametr úmrtnosti v d sledku
nemoci. Hodnoty t chto parametr  odhadn te podle t chto vzorc :

T
1 , kde T je doba, za kterou se nakazí další pes; ......

U
1 , kde U je inkuba ní doba; ......

D
1 , kde D je doba trvání nemoci; ......

Natalita a mortalita jsou zanedbatelné:  001.0mn .

2/ Vytvo te funkci s názvem seir podle systému diferenciálních rovnic uvedených výše: 

> seir <- function(t,y,param){ 
+ with(as.list(c(y,param)),{
+ dS.dt <- n*(S+E+I+R)-b*I*S-m*S 
+ dE.dt <- b*I*S-f*E-m*E 
+ dI.dt <- f*E-d*I-m*I 
+ dR.dt <- -m*R 
+ return(list(c(dS.dt,dE.dt,dI.dt,dR.dt)))})}
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26. MODEL PATOGEN–HOSTITEL 

Definujte hodnoty parametr  (parametry), po áte ní po etnosti (city75) a asu (time)
pro první m sto se 75 % o kovaných ps . Prove te simulaci p íkazem ode z balí ku
deSolve. Dynamiku vykreslete p íkazem matplot.

> parametry <- c(n=0.001,m=0.001,b=1/10,f=1/10,d=1/5) 
> time <- seq(0,60,0.1)
> city75 <- c(S=4,E=1,I=0,R=15) 
> library(deSolve)
> sim1 <- ode(y=city75,times=time,func=seir,parms=parametry) 
> matplot(time,sim1[,-1],type="l",ylab="N",lty=1:4,col=1)
> legend("right",c("S","E","I","R"),lty=1:4,col=1)

P ekreslete graf do sešitu. 
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Simulace vztekliny v proo kovaném m st

time

N

Nyní nasimulujte dynamiku ve druhém m st , kde je pouze 5 % o kovaných ps , s použitím 
stejného postupu jako v p edchozím m st , ale za jiných po áte ních po etností pro S a R
(city05).

> city05 <- c(S=18,E=1,I=0,R=1) 
> sim2 <- ode(y=city05,times=time,func=seir,parms=parametry) 
> matplot(time,sim2[,-1],type="l",ylab="N",lty=1:4,col=1)
> legend("right",c("S","E","I","R"),lty=1:4,col=1)

P ekreslete graf do sešitu. 
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26. MODEL PATOGEN–HOSTITEL 
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Došlo v n kterém m st  k epidemii? Pokud ano, ve kterém?  

………………………………………………………………...…………………………………

Kolik ps  p ežilo v obou m stech? 

………………………………………………………………...…………………………………

3/ Zjist te simulací, co se stane, když budou psi ve druhém m st  izolováni do takové 
míry, že se infek ní rychlost zmenší na 1 p enos za rok, tj.

365
1

> parametry <- c(n=0.001,m=0.001,b=1/365,f=1/10,d=1/5) 
> sim3 <- ode(y=city05,times=time,func=seir,parms=parametry) 
> matplot(time,sim3[,-1],type="l",ylab="N",lty=1:4,col=1)
> legend("right",c("S","E","I","R"),lty=1:4,col=1)

P ekreslete graf do sešitu. 
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Zabránila izolace ší ení? Byla ú inn jší izolace nebo vakcinace? 

………………………………………………..…………………………………………………

………………………………………..…………………………………………………………
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P27 rojekty

Vyberte si jeden z deseti projekt , na kterém budete v pr b hu semestru pracovat. Z výsledk
experimentu pak ve skupin  vypracujte prezentaci a protokol podle následující osnovy: 

Název projektu 
Jména autor
Cíle 
Metodika – p edstavení zkoumaného organismu, podrobný popis pr b hu experimentu 
Výsledky – uve te nashromážd ná data a popište jejich analýzu a výsledek analýzy 
Diskuze a záv r – zhodno te dosažené výsledky 

Demografická studie
V laboratorním chovu potemníka Tenebrio molitor Linnaeus stanovte po et živých imag, 
kukel, larev (rozd lených podle velikosti t la do n kolika instar ) a vají ek (Sx).

Sestavte statickou životní tabulku. Z ní odhadn te po et uhynulých jedinc  (Dx), 
standardizovaný po et živých jedinc  (lx), stádiov  specifické p ežívání (px) a pr m rný po et
vají ek na imago (mx). Nakreslete graf p ežívání – závislost p ežívání (px) na stadiu. Z dat v tabulce 
vypo ítejte istou reproduk ní rychlost (R0), kone nou míru r stu ( ) a stabilní v kové
rozložení (SCD).

Popula ní r st
Do každé z 10 lahvi ek se sm sí ovesných vlo ek a mouky vložte 10 stejn  velikých jedinc
rozto Acarus siro Linnaeus. St ny lahvi ky nad potravou nat ete tenkou vrstvou vazelíny. 
Do víka vložte filtra ní papír a velice jemn  jej navlh ete. Každý týden stanovte po et jedinc
v jedné z lahvi ek. Rozto e po ítejte živé po té, co obsah lahvi ky vysypete na misku 
s erným pozadím. Ostatní lahvi ky pravideln  kontrolujte, aby se neobjevila plíse  nebo aby 
rozto i nevyschli. 

Zjišt ná data vyneste do grafu jako závislost po tu jedinc  na ase. Vypo ítejte vnit ní míru 
popula ního r stu (r) za p edpokladu kontinuálního r stu nezávislého na hustot . Odhadn te, 
jaké po etnosti by rozto i dosáhli za další m síc (30 dn ) za p edpokladu konstantní míry 
popula ního r stu.
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27. PROJEKTY 

Mezidruhová kompetice
Do 3 malých uzav ených nádob umíst te ovesné vlo ky. Do jedné nádoby vložte 10 imag 
(obou pohlaví) druhu Tribolium castaneum (Herbst), do druhé 10 imag (obou pohlaví) druhu 
Oryzaephilus surinamensis (Linnaeus) a do t etí 5 imag (obou pohlaví) od obou druh .
Jednou týdn  zjist te v každé nádobce po et jedinc  (imag, kukel a larev) obou druh  tak, že 
obsah nádoby vysypete na misku s erným pozadím. Nádoby pravideln  kontrolujte (kv li
plísni) a jednou za m síc p idejte nové vlo ky. Po etnost jedinc  sledujte po dobu 2 m síc .

Zjišt ná data vyneste do grafu jako po ty jedinc  obou druh  v ase. Vypo ítejte vnit ní míru 
r stu (r1, r2), nosnou kapacitu prost edí (K1, K2) a koeficient kompetice ( 12, 21) za 
p edpokladu kontinuálního r stu závislého na hustot  pro každý druh a všechny nádoby. 

Funk ní odpov
Dvanáct podobn  velikých jedinc  pavouk  rodu Pardosa odchycených na poli umíst te 
jednotliv  do zkumavek, navlh ete a nasy te n kolika jedinci octomilek. Po 3 dnech bez 
potravy je p eneste pomocí exhaustoru jednotliv  do Petriho misek (pr m r 6 cm) s bo ním
otvorem. Dva jedince pavouk  p i a te ke každé z následujících hustot ko isti: 1, 3, 6, 9, 12 
a 15 jedinc . Do misky s pavoukem vložte octomilky podle zvolené hustoty a udržujte 
jejich konstantní po et po dobu 4 hodin tak, že v 15minutových intervalech nahradíte mrtvé 
octomilky živými. Po 4 hodinách stanovte celkový po et ulovených a živých octomilek pro 
každého pavouka.

Zjišt ná data vyneste do grafu jako závislost po tu ulovených jedinc  na hustot  nabízených 
octomilek. Zjist te, jaký typ funk ní odpov di pavouci vykazují. Odhadn te parametry 
modelu, vyhledávací ú innost (a) a as zpracování (Th), proložením dat vhodným modelem. 

Trofická nika
Pavouky rod Zodarion a Pardosa umíst te jednotliv  do zkumavek, navlh ete a nasy te
n kolika jedinci octomilek (Pardosa) nebo jedním mravencem (Zodarion). Po 2 dnech hladu 
umíst te pavouky rodu Zodarion (10 jedinc ) a Pardosa (10 jedinc ) jednotliv  do Petriho 
misek (pr m r 6 cm). Následující den jim nabídn te r zné druhy ko isti v náhodném po adí. 
Každému jedinci nabídn te každý typ ko isti z ady: mravenec (Tetramorium), moucha 
(Drosophila), brouk (Tribolium), chvostoskok (Sinella), pavouk (Theridion), a cvr ek
(Acheta). Velikost ko isti by m la být menší než velikost pavouka. Pro každý druh ko isti 
zaznamenejte, jestli ji pavouk ulovil/neulovil do 15 min. od vpušt ní. Ko ist nabízejte 
v 2denním intervalu. Pokud pavouk neulovil ko ist po dobu 5 dn , nabídn te mu octomilku 
(Pardosa) nebo mravence (Zodarion).

Porovnejte trofickou niku obou druh  pavouk , Zodarion a Pardosa, pomocí indexu ší ky
niky a indexu p ekryvu nik. 
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Vývoj v závislosti na teplot
Umíst te 25 larev octomilek Drosophila melanogaster Meigen do Petriho misky s živným 
médiem. erstvé kukly, které se objeví na ví ku, odeberte, p eneste do jiné Petriho misky s vlhkým 
papírem a umíst te do termostatu s konstantní teplotou: 10, 15, 20, 25, 30, 32 a 35 °C. Pro 
každou teplotu použijte 3 kukly. Každý den kontrolujte líhnutí imag a vlhkost v miskách. 
Zaznamenejte po et dn  inkubace kukel pro každou teplotu.  

Ze zjišt ných dat vypo ítejte rychlost vývoje ( ) a vyneste do grafu v závislosti na teplot  (T). 
Proložte daty vhodný model a odhadn te spodní a horní práh vývoje a optimální teplotu. 

Rozmíst ní v prostoru
Na ploše 9 m2 (3 m x 3 m) zaznamenejte po etnost hibernujících sluné ek (r zných druh ).
Plochu rozd lte provázkem na tverce o velikosti 30 cm x 30 cm. V každém tverci stanovte 
po et jedinc  pod kameny. Po ty zaznamenejte do sí ové mapy. Rozmíst ní sluné ek 
v prostoru zaznamenejte na 3 r zných místech. 

Zjist te, jaké je rozložení populace sluné ek pro plochy 0.09 m2, 2.25 m2 a 5.76 m2. Pro 
každou velikost plochy spo t te pr m r, rozptyl a koeficient disperze. 

Velikost populace
V trávníku blízko budovy nasbírejte stínky druhu Porcelio scaber Latreille pod kameny podél 
transektu o délce asi 20 m. Stínky ozna te lakem na dorzální stran  a pak je vypus te do místa 
odchytu. Po 2 dnech stanovte po et ozna ených a neozna ených jedinc . Neozna ené jedince 
ozna te jiným lakem. Odchyt zopakujte 3krát vždy ve 2denním intervalu. 

Použitím Jolly-Seberova modelu odhadn te velikost populace stínek na sledované ploše. 

Numerická odpov
Z chovu šváb Pycnoscelus surinamensis (Linnaeus) odeberte 30 v tších nymf a umíst te je 
po p ti do nádob s navlh eným filtra ním papírem. St ny nádob nat ete vazelínou a misky 
umíst te do tmavého prostoru. Stanovte hmotnost jedné granule pro krmení a zvolte 6 úrovní 
dostupnosti potravy. Skupinu v každé nádob  krmte daným množstvím granulí. Potravu 
dopl ujte pravideln  v intervalech 2, 4, 8, 12, 16 a 20 dn  až do vykladení samic. Pro každou 
nádobu zaznamenejte celkový po et uhynulých a živých jedinc  a po et vají ek.

Pro každou misku stanovte vnit ní míru popula ního r stu s použitím modelu pro 
exponenciální r st kontinuáln  se množící populace. Odhadnuté hodnoty r vyneste do grafu 
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v závislosti na celkovém množství potravy (v mg). Proložte daty Ivlev v model a odhadn te
jeho parametry. 

Popula ní dynamika
Do malé nádoby s vrstvou erné sádry vložte malé množství živného média a 10 jedinc
chvostoskok  Sinella curviseta Brook. Sádru pravideln  vlh ete (2krát týdn ) a jednou týdn
stanovte po et živých jedinc . Jendou týdn  vym te staré médium za nové o stejné 
hmotnosti. Po et živých jedinc  zaznamenávejte po dobu 2 m síc .

Zjišt ná data vyneste do grafu jako závislost po tu jedinc  na ase. Z dat vypo ítejte 
maximální míru r stu populace ( max) a nosnou kapacitu prost edí (K) za p edpokladu
diskrétního r stu populace závislého na hustot .
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