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Non-holonomic Forces and the Mach’s Principle in Special Relativity

Theory

Our contribution presents a specific look at the context of special relativity theory with
Mach’s principle, formulated by Mach himself very generally, on the border of physics
and philosophy. Our approach leading to discover this connection is based on the
understanding of a relativistic particle as a typically non-holonomic mechanical system,
i.e. a system subjected to constraint conditions limiting the particle motion not only in
the configuration space, but also in the space of velocities. It appears that such a
concept and the corresponding mathematical treatment provides not only standard
equations of motion, but, in addition, their generalisation, conjectured by Dicke within
his effort to adapt the general relativity theory to Mach’s principle.
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Jak znamo, standardni pohybové rovnice hmotné castice ve specialni teorii relativity se

vyvozuji z lagrangianu
L= fmx/lfszrﬁ./YfV,
a maji tvar

d muv . . A
& (ﬁ) = U X rotA — E —gradV,

kde A je vektorovy a V' je skalarni potencial, rychlost je vyjadiena v jednotkach rychlosti
svétla. Na zakladé téchto rovnic Ize tedy fici, ze pFipustné interakce se uskuteciuji pro-
stfednictvim sil Lorentzova typu a sil potencialovych!. Vznika otazka, zda existuji i jiné
fyzikalné pripustné typy silového ptisobeni. Myslenky, Ze by tomu skutecné tak mohlo
byt, se objevuji uz od samého vzniku relativistické teorie. Nékteré vedly az k hypotézam,
jak by takové silové piisobeni mohlo vypadat — konkrétnéjsi obrysy ,,nelorentzovské™ sily,
pripoustéjici interpretaci silového piisobeni pochazejiciho od ,vzdalenych téles”, které
predpokladal Ernst Mach, se objevuji napf. v praci R. Dickeho [3] z r. 1965. V této praci
Dicke navazuje na teorii publikovanou dfive [1] (dnes znamou jako Brans-Dickeho teo-
rie), predstavujici modifikaci obecné teorie relativity prostfednictvim dalekodosahového
skalarniho pole 1, jez je v souladu s Machovym principem: Jedna se o slabé skalarni
pole pritazlivych sil srovnatelnych svou velikosti se silami gravitaénimi, které neintera-
guje s Casticemi pohybujicimi se rychlosti svétla a s hmotnou Castici interaguje pravé
tehdy, je-li jeji hmotnost funkci skalarniho pole. Velikost sily, jiz toto pole na Eastici
plsobi, klesa v zavislosti na jeji rychlosti pfimo amérné vyrazu v/1 — v2.

1Sila na pravé strané samozfejmé nemusi zahrnovat pouze elektromagnetickou interakci. V miize
znamenat skalarni potencial elektromagnetického pole nebo jiny skalarni potencial. Stejné tak clen
T x rotA miize pFipoustét i jiné typy silového piisobent, nez jen elektromagnetické — v tomto tvaru Ize
zapsat napfiklad Coriolisovu nebo odstredivou silu.
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Pro matematika vznika prirozena otazka, zda v ramci matematicky korektni a obecné
formulace zakladi specialni teorie relativity |ze ziskat obecnéjsi pohybové rovnice Eastice,
které by popisovaly i jiné typy silového piisobeni nez lorentzovské, a tyto ,nové sily”
konfrontovat s hypotézami, které vychazely z cisté fyzikalnich predpokladii a pozorovani
— napriklad s jiz zminénou hypotézou Dickeho. Samoziejmé ze matematik také ocekava,
ze vysledkem Gvah budou konkrétni formule a tvrzeni, za jakych podminek se nové
pohybové rovnice redukuji na znamy tvar.

V praci [5] jsme ukazaly, ze na polozenou otazku existuje celkem prekvapiva odpovéd,
nejen co do vysledku, ale i co do pouzitych metod jeho dosazeni. Zakladni myslenka je
velmi jednoducha a spociva ve spojeni variacniho principu pro kfivky v Minkowského
¢asoprostoru R* s moderni neholonomni teorii.

Uvazujme R* s kanonickymi soufadnicemi (2%) = (2!, 2%, 2%, 2*) a s Minkowského
metrickym tenzorovym polem g = —dx' ® dz' — dr?® ® d2? — da® ® d2® + da* ® dx*.
Variaéni princip pro kfivky v R* parametrizované parametrem s je definovan funkci akce

b
Sy —>/ L(s,x"'(s), '(s))ds,

kde 7 je graf kiivky ¢ : R 3 s — ¢(s) = (z!(s), 22(s), 23(s), 2*(s)) € R, tedy zobrazeni
v : R — RxR* zadané vztahem v(s) = (s,c(s)), a L(s, 2%, %) je Lagrangeova funkce;
tato funkce je definovana na evoluénim prostoru R x R* x R* se soufadnicemi (s, z¢, i).
Na R* uvazujme kromé tenzorového metrického pole g i kovariantni vektorové pole
© = (p;) a skalarni pole 1. Pro ¢astici s klidovou hmotnosti m uvazujme lagrangian
ve tvaru polynomu ve Ctyfrychlosti, kde koeficienty jsou uvaZovana pole, tj.2

L= —%mg(u,u) +op(u) —tp = —%mgijuiuj + put — .
Relativisticky Lagrangetiv systém ale neni volny, nebot plati podminka pro ctyfrychlost

3
glu,w) = (42 = D@ = 1

p=1

Tato podminka ma charakter neholonomni vazby v R x R* x R*. Z geometrického hle-
diska je neholonomni vazba nadplocha (presnéji podvarieta) v R x R* x R*. A zde je pravé
klic k modernimu uchopeni neholonomni teorie: neholonomni systém je modelovan jako
mechanicky systém nikoliv v piivodnim evoluénim prostoru, nybrz na této podvarieté [4].
Ta tedy z fyzikalniho hlediska predstavuje skutecny evoluéni prostor pro vazany systém.
Dynamika je pak popsana pohybovymi rovnicemi, tzv. redukovanymi rovnicemi [4], které

2Vsude v tomto textu pouzivame Einsteinovu sumacni symboliku.
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jsou sice ekvivalentni znamym heuristickym Cetajevovym rovnicim® [2], ale jsou diame-
tralné odlisné svym tvarem, poctem, strukturou i vyznamem a interpretaci. Okamzité
patrny zasadni rozdil je v tom, Ze redukovanych rovnic je méné a neobsahuji Lagran-
geovy multiplikatory. Jelikoz popisuji dynamiku na skutecném evoluénim prostoru, pro
modelovani relativistickych systém( se prfimo nabizeji.

Ozna¢me z* = t a uvazujme na R x R* x R* nové soufadnice (s,a!,t, v, i%),
definované transformaénim vztahem i! = vli*, kde [ = 1,2, 3. Dale oznaéme A = (¢;)
a oy = —V. Vyse uvedena relativistickd podminka na vellkost Ctyfrychlosti definuje
v R x R* x R* podvarietu Q kodimenze 1, majici dvé nesouvislé komponenty. Vezmeme
za evolucni prostor fyzikalné relevantni komponentu Q. , danou rovnici

IR
V1—2?

Dosadime-li do redukovanych rovnic uvazovany lagrangian a vazbu, dostaneme pohybové
rovnice

d mu . 0A v dy
— | — | =7 tA — — —gradV — V1 —v2grady — ———.
T < = 1)2) U X TO BT gra v? grad ¢ =

Vidime, Ze silovy ¢len na pravé strané kromé znamé Lorentzovy sily obsahuje i novou
silu

- v dy
= — 1 — 2
B vV v2grady — \/1__ i

ktera je nenulova pro nekonstantni skalarni pole. Zabyvejme se ji blize. Pfedpokladejme
dale pro jednoduchost, ze Lorentzova sila je nulova, a upravme pohybové rovnice takto:
misto skalarniho potencialu v/ a klidové hmotnosti ¢astice m zaved me veliciny

w=—v, m=me".

Pak mazeme pohybové rovnice zapsat v ekvivalentnim tvaru

d mu
a /o mvo\ — 1~
; (m) = —V1—v?gradm,

3PFipomeiime si, Ze Cetajevovy rovnice pro Lagrangelv systém o m stupnich volnosti maji tvar
Lagrangeovych rovnic, na jejichz pravé strané stoji neholonomni sila, pfesné

OL 4 0L _\ 0"\ icm
ag dtog oy - o

kde )\, jsou Lagrangeovy multiplikdtory a fo(¢,q¢',...,¢™,¢',...,¢™) =0, 1 < a < k < m, jsou
rovnice neholonomnich vazeb.
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coz je pohybova rovnice pro Castici s proménnou hmotnosti m, zavisejici na skalarnim
potencialu p, v silovém poli

D=—mvV1—v?gradp = —v/1 — 02 grad m.

Tento vzorec je ve shodé s Dickeho predpovédi sily [3], ktera by méla respektovat Machtiv
princip. Proto D nazyvame Dickeho silou.
Na zavér si jeSté viimnéme, Ze v elektromagnetickém poli maji pohybové rovnice

tvar d .
a mu _ M]_—_» ﬁ
dt < /71 — ’U2> € L + )
kde F7, je standardni Lorentzova sila.
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